BLOK 1 (open vragen, 15 punten) BLAUW
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2. Noteer met C*°(R) de vectorruimte van alle functies van R naar R die onbeperkt

afleidbaar zijn. Beschouw voor j € N volgende functies uit C*°(R):
fi:R—R:z ale”

(a) Is {fo, f1, f2, f3} een vrij deel van C°(R)? Bewijs je antwoord.
(b) Ts {fo, f1, f2, f3} een voortbrengend deel van C*(R)? Bewijs je antwoord.

. Drierijen in R, (Zn)nen: (¥n)nen en (2n)nen, voldoen voor elke n € N aan volgend

stel vergelijkingen: :
_1 il

Tn+1=5Ln+3Ynt5%n

yn+1=31§$n+%yn+%zn

Int1=3§Zn+3Un+5%n

Verder is gegeven dat zo = 50, yo = 20 en 29 = 10.

Bereken lim z,, lim y, en lim z,. Formuleer uiterst precies de eigenschap-

n—00 n—oo n—0cC
pen waarop je je bij deze berekening baseert en geef nauwkeurig aan hoe die
eigenschappen relevant zijn voor je berekening.

. In een bepaald economisch model beschrijft men de verbanden tussen vier eco-
nomische grootheden, z, ¥, u en v, aan de hand van twee vergelijkingen:

+f( y Uy ):5
{E(H;J,Z)U—m:g )

Hierin zijn f : R® = R en g : R? — R functies met continue partiéle afgeleiden.
Een expliciet functievoorschrift voor f en g heeft men niet. Uit economische
overwegingen weet men wel dat

Dy f(r,8,t) > Do f(r,s,t) > D3 f(r,s,t) > 1 voor alle (r,s,t) € R?,
Dsg(s,t) < Dig(s,t) <0 voor alle (s,t) € R2.

De variabelen u en v kunnen als exogeen beschouwd worden; de variabelen z en
y zijn endogeen. We vatten () dus op als een stelsel voor z en y met u en v als
parameters. Veronderstel dat de huidige waarde van de vier grootheden gegeven
wordt door (z*,y*,u*,v*), een viertal dat dus voldoet aan (x).

(a) Argumenteer nauwkeurig (op basis van de impliciete functiestelling) waarom
het stelsel (%), voor waarden van u en v die dicht genoeg liggen bij u* resp.
v*, een unieke oplossing (z,y) in de buurt van (z*,y*) heeft.

(b) Uit het vorige volgt dat de endogene grootheden z en y éénduidig functie
zijn van de exogene variabelen u en v (althans voor waarden van « en v in
de buurt van u* resp. v*). Veronderstel nu dat u stijgt en v constant blijft.
Onderzoek wat er dientengevolge met x zal gebeuren. Zal de grootheid z
stijgen of dalen?

5. Beschouw volgend gebonden extremalisatieprobleem:

Vind de extreme waarden van 2z + 2y + 2z
onder de randvoorwaarden dat 2% + 4% = 5 en 3% + 22 = 5.

(a) Ga na dat in dit probleem de voorwaarden vervuld zijn om het te kunnen
aanpakken met de methode van Lagrange.

(b) Werk de nodige voorwaarden van Lagrange uit en vind zo kandidaten voor
gebonden extrema.

(c) Welke van de hoger gevonden kandidaten komen effectief overeen met een
gebonden maximum, welke met een gebonden minimum. Zijn de gevonden
extrema globaal of enkel lokaal?

Tip: Je kan (c) oplossen zelfs zonder beroep te moeten doen op de voldoende
voorwaarden in termen van tweede orde afgeleiden... Argumenteer nauw-
keurig!-

6. Een zwembad is gevuld met 300 m® water waarin chloor opgelost is. Amper 8 uur

voor het begin van een belangrijke zwemcompetitie stelt men vast dat de hoeveel-
heid chloor in het water het dubbele bedraagt van wat maximaal toegelaten is.
Onder deze omstandigheden kan de competitie zeker niet doorgaan. Men over-
weegt daarom om het zwembad voor de helft leeg te pompen en er daarna weer
zuiver water in te pompen. Dit zou inderdaad het chloor tot een aanvaardbare
hoeveelheid reduceren. Maar de capaciteit van zowel de pomp die leegpompt als
de pomp die vult, bedraagt maximaal 30 m® per uur. De hele operatie (voor de
helft leegpompen en dan opnieuw bijvullen) zou dus 5 + 5 = 10 uur duren en
zoveel tijd is er niet meer.

Een tweede reddingsscenario wordt bedacht. Men zal beide pompen (de afzuig-
pomp en de vulpomp) simultaan op volle kracht laten werken (dus elk met een
debiet van 30m® per uur). Ondertussen zal men ervoor zorgen dat er voldoende
beweging in het water is zodat men kan aannemen dat het chloor op elk ogenblik
homogeen in het water verspreid is. De totale hoeveelheid vloeistof in het zwem-
bad blijft dus constant 300 m?, maar de totale hoeveelheid opgeloste chloor zal
geleidelijk afnemen.

(a) Modelleer het tweede reddingscenario met een beginvoorwaardenprobleem
voor de functie ¢c: R* — R : ¢ — ¢(t) die de hoeveelheid chloor in het water
van het zwembad in functie van de tijd beschrijft.

(b) Gebruik (a) om na te gaan of men met het tweede scenario er in zal slagen
tijdig de chloorhoeveelheid te halveren. Maak een verzorgde redenering en
berekening!



BLOK II (meerkeuzevragen: 5 punten) BLAUW

Telkens één alternatief is correct. Vul de corresponderende letter DUIDELIJK
en ONDUBBELZINNIG in in de TABEL op het eerste blad. Omcirkel
hier bij de opgaven je antwoorden NIET. Gok niet blindelings want voor een
foutief antwoord wordt 1/3 van de punten afgetrokken die je met een juist antwoord
kunt verdienen. Wanneer je het antwoord echt niet weet, is het dus wijs om de vraag
blanco te laten.

1. Welke techniek om primitieven van functies te berekenen is rechtstreeks afkomstig
van de rekenregel voor de afgeleide van het product van twee afleidbare functies?
(A) De techniek van partiéle integratie.

(B) De substitutietechniek.
(C) De techniek van het splitsen in partieelbreuken.
(D) De techniek van directe integratie.

2. Beschouw de differentievergelijking ¥n+2 — Ynt1 — 2Un = 3n2. Welke vorm zou je
voorstellen voor een particuliere oplossing van deze vergelijking? In elk van on-
derstaande voorstellen staan de Griekse letters voor nader te bepalen constanten
in R. )

(A) Yn = on?. (C) yn= an?® + fBn 4.
(B) yn = and. (D) yn = an® + Bn? +yn.

3. Beschouw een homogene lineaire differentiaalvergelijking van de tweede orde:
y" + p1(z)y’ + po(z)y = 0. Welke zijn de minimale voorwaarden die je op de
coéfliciéntenfuncties pg en p; moet opleggen om er zeker van te zijn dat een line-
aire combinatie van twee oplossingen van de vergelijking opnieuw een oplossing
is?

(A) po en p1 moeten beide integreerbaar zijn.
(B) po en p; moeten beide continu zijn.

(C) po en p; moeten beide afleidbaar zijn.
(D) geen enkele voorwaarde.

4. Vier studenten berekenen van een zelfde symmetrische (4 x 4)-matrix de eigen-

waarden en de bijbehorende eigenvectoren. Alle drie vinden ze dezelfde eigen-
waarden, namelijk A\; =4/3, Ay = —1/2 en A3 = Ay = 3. Voor de eigenvectoren
lopen hun resultaten wat uiteen. Alle vier zijn ze het er wel over eens dat (geno-
teerd als rijen) (—2,1,0,3) en (1,2, —1,0) eigenvectoren bij A\ resp. Ay zijn. Maar
voor de eigenvectoren die horen bij de dubbele eigenwaarde A3 = A4 vinden ze
alle vier een ander resultaat, hieronder weergegeven (telkens genoteerd als rijen).
Welke van deze resultaten is het enige dat in aanmerking komt om juist te zijn?

(A) (1,-1,-1,1) en (3,0,3,2) (C) (1,-1,—1,1) en (0,—3,4,1)
(B) (1,-1,1,—-1)en(1,1,1,1) (D) (1,-1,1,—1) en (1,3,-1,3)
. Beschouw n elementen in R™; we noteren ze met vy, vs, ..., v,. We schrijven

die n-tallen als kolommen naast elkaar en verkrijgen zo een (n x n)-matrix die
we met V' noteren. Welke uitspraak is juist?

(A) De rang van V is gelijk aan het aantal v;’s die verschillend zijn van de
nulvector.

(B) De rang van V is gelijk aan n als en slechts als v; # v; voor alle i,j €
{1,..., B met §£7,

(€) V' is inverteerbaar als en slechts als {v1,v2,...,v,} lineair onaﬂ{ankelijk is.
(D) V is inverteerbaar als en slechts als {v1,vs,...,v,} een orthonormale basis
van R" is.

. Beschouw een functie f : A C R®™ — R, gedefinieerd op een open convex deel

A van R™?, die continue partiéle afgeleiden heeft minstens tot de tweede orde.
Veronderstel dat de Hessiaan van f in elk punt z € A positief definiet is. Wat
mag je besluiten?

(A) f hoeft geen lokaal extremum te bereiken op A, maar als dat wel het geval
is, is dat lokaal extremum een globaal minimum.

(B) f bereikt een lokaal minimum op A; dat lokale minimum hoeft niet globaal
te zijn.

(C) f bereikt een globaal minimum op A.

(D) Geen van vorige.

1! Heb je je antwoorden op de meerkeuzevragen ingevuld in de gepaste
tabel vooraan ?

Succes !



