
Voorbereidingsopdrachten Les 2

• Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrachten moe-
ten gepost zijn voor woensdag eerstkomend om 21:00. Geef al die posten
als titel “Les 2 - . . . ” met een korte maar sprekende titel op de plaats van
de drie puntjes.
Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan op die
punten die door een significant aantal studenten worden gesignaleerd op
het forum.

• Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les!

Onderwerp:
Vectorruimten en deelruimten, deelruimte voortgebracht door . . . , lineaire (on)afhankelijkheid

Opdrachten:
Voer volgende opdrachten uit in de aangegeven volgorde.

1. Zorg er voor dat je de begrippen ‘vectorruimte’, ‘lineaire combinatie’ en ’deelruimte’,
ingeleid in de vorige les, goed beheerst. Dit betekent dat je het abstracte concept moet
doorhebben én de voorbeelden in je vingers moet hebben. Indien je over deze begrippen
nog vragen wil stellen kan je die kwijt op het forum. Als je voldoende inzicht hebt,
zouden volgende oefeningen moeten lukken. Wissel ideeën uit op het forum.

(a) Beschouw de verzameling van de symmetrische (n × n)-matrices (over R), dus de
verzameling

S = {A ∈ Rn×n | A = At}.

Is S een vectorruimte (voor de gebruikelijke optelling van matrices en de gebruike-
lijke scalaire vermenigvuldiging van een matrix met een getal λ ∈ R)? Argumenteer!

(b) Onderstaande vragen zijn allemaal van het type: kan je een gegeven vector in een
vectorruimte schrijven als lineaire combinatie van een aantal andere gegeven vecto-
ren in die vectorruimte en, zo ja, op hoeveel manieren kan dat dan?”
Het is nu vooral belangrijk dat je weet hoe je dergelijke problemen aanpakt, eerder
dan de berekeningen helemaal uit te werken1

(i) Kan je in de vectorruimte (R,R4,+)

• (1, 0, 0, 0) schrijven als lineaire combinatie van (1, 2, 3, 4), (5, 6, 7, 8) en
(9, 10, 11, 12) en, zo ja, op hoeveel manieren kan dat dan?
• (−1, 2, 5, 8) schrijven als lineaire combinatie van (1, 2, 3, 4), (5, 6, 7, 8) en

(9, 10, 11, 12) en, zo ja, op hoeveel manieren kan dat dan?
• (1, 6, 3, 4) schrijven als lineaire combinatie van (1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1) en

(1,−1, 0, 0) en zo ja, op hoeveel manieren kan dat dan?

1Het kunnen “aanpakken” van een probleem betekent dat je het kan herleiden naar een probleem
waarvan je al goed weet hoe je het moet oplossen (ook al kost het effectief oplossen van dat herleide probleem
misschien nog wat rekentijd). Veronderstel bijvoorbeeld dat je een bepaald probleem kan herleiden naar
het oplossen van 37 tweedegraadsvergelijkingen. Dan kan je ervan uitgaan dat je weet hoe dat probleem
moet aanpakken want het oplossen van tweedegraadsvergelijkingen is natuurlijk een welbekende routine
voor jullie.
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(ii) Kan je in de vectorruimte (R, C(R),+) van de continue functies van R naar R
• de functie exp schrijven als lineaire combinatie van de functies sin en cos en,

zo ja, op hoeveel manieren kan dat dan?
• de constante functie c : R→ R : x 7→ 5 schrijven als lineaire combinatie van

de functies f : R → R : x 7→ cos 2x en g : R → R : x 7→ sin2 x en, zo ja, op
hoeveel manieren kan dat dan?

(c) Zijn volgende deelverzamelingen van vectorruimte C1(R) deelvectorruimten? Argu-
menteer.

(i) U1 = {f ∈ C1(R) | ∀x ∈ R : 3f ′(x) = f(x) + 1}
(ii) U2 = {f ∈ C1(R) | ∀x ∈ R : 3f ′(x) = f(x+ 1)}

(d) Veronderstel dat u, v, w gegeven elementen zijn van een vectorruimte V . Is de
deelverzameling U van V gegeven door

U = {αu+ βv + γw | α, β, γ ∈ R}

een deelruimte van V ? Argumenteer!

2. Maak de verkennende oefeningen 4.2.2.1 op p.449.

3. Maak een grondige studie van 4.2.2.2 t.e.m. 4.2.3.2 (p.449 - p.453) en van 4.3.1 t.e.m.
4.3.4 (p.455 t.e.m. p.459) en detecteer met welke punten je eventueel problemen hebt.
Wees voldoende precies in de detectie en de beschrijving van je probleem op het forum.

Nog een paar kleine zelftestvraagjes om te zien of je na de verkennende studie van dit
stukje leerstof wat inzicht hebt verworven. Wissel ideeën uit op het forum.

(a) In de derde regel van het bewijs van Propositie 4.2.2.4 staat: “U is gesloten voor
het nemen van lineaire combinaties.”
Leg uit waarom dit zo is.

(b) Herformuleer het eerste deeltje van de vragen2 van opdrachten (i) en (ii) uit 1.(b)
in een vorm die gebruik maakt van de notie ‘deelruimte voortgebracht door’.

2Het gaat hier enkel over het deeltje “kan je . . . schrijven als lineaire combinatie van . . . ” en niet over
het deeltje “zo ja, op hoeveel manieren”.
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Voorbereidingsopdrachten Les 3

• Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrachten moe-
ten gepost zijn voor MAANDAG eerstkomend om 22:00. Geef al die pos-
ten als titel “Les 3 - . . . ” met een korte maar sprekende titel op de plaats
van de drie puntjes.
Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan op die
punten die door een significant aantal studenten worden gesignaleerd op
het forum.

• Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les!

Onderwerp:

(a) Lineaire afhankelijkheid/onafhankelijkheid, basis, dimensie

(b) Elementairste concepten en eigenschappen i.v.m. lineaire afbeeldingen

Opdrachten:
Voer volgende opdrachten uit in de aangegeven volgorde. De opdrachten 1 → 5 hebben
betrekking op onderwerp (a). Feedback op jullie input over die opdrachten zal gegeven
worden in de les van woensdag. Opdrachten 6 en 7 hebben betrekking op onderwerp (b).
Hierover zal de feedback pas in de les van donderdag geven worden. Toch is het nodig dat
je die opdrachten al voor maandagavond eerstkomend maakt omdat de tijd tussen de les
van woensdag en donderdag zeer beperkt is.

1. Onbevangen, dus met gesloten cursus.

(a) Is {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)} een vrij deel van de vectorruimte R3?

(b) Is {(1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 2, 1)} een vrij deel van de vectorruimte R3?

(c) Is {sin, cos, exp} een vrij deel van de vectorruimte C(R) van de continue functies
van R naar R?

(d) Is {(1/2n)n, (2
n)n, (1/3n)n}) een vrij deel van de vectorruimte R van de rijen in R?

Schrijf telkens je argumentatie nauwkeurig uit.

2. Onbevangen, dus met gesloten cursus.

(a) Beschouw de deelruimte U1 van R3 voortgebracht door

{(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)}.

Elk element van U1 is dus te schrijven als lineaire combinatie van de drie gegeven
vectoren. We stellen ons de vraag of dit “goedkoper” kan: is het mogelijk twee
vectoren, v1 en v2, in U1 te vinden zodat elk element van U1 kan geschreven worden
als lineaire combinatie van die twee. M.a.w. bestaat er een voorbrengend deel van
U1 met slechts 2 elementen?
Schrijf je argumentatie nauwkeurig uit.

(b) Zelfde vraag voor U2 = vct({(1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 2, 1)}) (in R3).

(c) Zelfde vraag voor U3 = vct({sin, cos, exp})
(in de vectorruimte C(R)).
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(d) Zelfde vraag voor U4 = vct({(1/2n)n, (2
n)n, (1/3n)n})

(in de vectorruimte R van de rijen).

3. Bestudeer zeer grondig 4.3.5 t.e.m. 4.3.12 (onderaan p.459 - p.466) en detecteer en
beschrijf zo precies mogelijk eventuele problemen die je hierbij ondervindt.

4. Zie je het verband tussen de opdrachten 1 en 2 en het stuk leerstof behandeld in 3?

5. Beschouw in de vectorruimte van de afleidbare functies van R naar R de deelruimte V
die voortgebracht wordt door de functies

sin : R→ R : x 7→ sinx
cos : R→ R : x 7→ cosx
s : R→ R : x 7→ x sinx
c : R→ R : x 7→ x cosx

Bepaal de dimensie van V .

6. Bestudeer volgende onderdelen over lineaire afbeeldingen: de definitie (4.4.1), de voor-
beelden (4.4.2), de concepten ‘kern’ en ‘beeld’ van een lineaire afbeelding (4.4.4) en
bijbehorende voorbeelden (4.4.5) en elementaire resultaten (4.4.6 en 4.4.7). Probeer
van die laatste twee resultaten zeker eerst zelf de bewijsjes te vinden eer je ze naleest
in de nota’s.

7. Het verifiëren of een gegeven afbeelding als dan niet lineair is zou ondertussen routine
moeten zijn. Vergewis je ervan dat je dat effectief kan voor volgende afbeeldingen.

(a) S : R → R : y 7→ S(y) waarbij R de vectorruimte van de reële rijen is en waarbij S
de afbeelding is die in een rij alle elementen één plaats naar rechts opschuift en op
de vrijgekomen eerste plaats een nul invult, dus

(S(y))n =

{
0 als n = 0
yn−1 als n ≥ 1.

(b) L : C2(R)→ C(R) : f 7→ L(f) waarbij L(f) : R→ R : x 7→ f ′′(x) + ex f(x)

(c) L : C(R)→ R2 : f 7→ (f(0), f(1))

(d) L : C(R)→ C(R) : f 7→ sin ◦f
(e) L : C(R)→ C(R) : f 7→ f ◦ sin
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Voorbereidingsopdrachten Les 4

• Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrachten moe-
ten gepost zijn voor woensdag eerstkomend om 21:00. Geef al die posten
als titel “Les 4 - . . . ” met een korte maar sprekende titel op de plaats van
de drie puntjes.
Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan op die
punten die door een significant aantal studenten worden gesignaleerd op
het forum.

• Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les!

Onderwerp:
Lineaire afbeeldingen, matrixvoorstelling

Opdrachten:
Voer volgende opdrachten uit in de aangegeven volgorde.

1. Bestudeer eerst grondig 4.4.3, de matrixvoorstelling van een lineaire afbeelding. Hierbij
zal het helpen als je stap voor stap het algemene verhaal zoals het in de nota’s staat,
vergelijkt met het voorbeeld van de afleidingsoperator dat we tijdens de preview op
woensdag aan het bord hebben uitgewerkt.
Detecteer en beschrijf precies de problemen die je hierbij ondervindt en post ze op
Toledo.

2. Beschouw in de vectorruimte van de afleidbare functies van R naar R de deelruimte V
die voortgebracht wordt door de functies

sin : R→ R : x 7→ sinx
cos : R→ R : x 7→ cosx
s : R→ R : x 7→ x sinx
c : R→ R : x 7→ x cosx

en de lineaire afbeelding D : V → V : f 7→ Df = f ′.

(a) Vind de matrixvoorstelling van D t.o.v. een basis naar keuze voor V . Noteer die
matrix met AD.

(b) De afbeelding D2 : V → V : f 7→ D2f = f ′′ is eveneens lineair (waarom?). Noteer
met AD2 de matrixvoorstelling van D2 t.o.v. dezelfde basis voor V die je in (b)
gekozen hebt. Is er een verband tussen AD en AD2?

3. Zij L : V → W een lineaire afbeelding tussen vectorruimten V en W . Veronderstel dat
{e1, e2, . . . , en} een basis is voor V .

(a) Is {L(e1), . . . , L(en)} voortbrengend voor Im(L)?
Altijd, of mits bepaalde voorwaarden op L, of nooit?

(b) Is {L(e1), . . . , L(en)} een vrij deel?
Altijd, of mits bepaalde voorwaarden op L, of nooit?
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Voorbereidingsopdrachten Les 5

• Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrachten moe-
ten gepost zijn voor MAANdag eerstkomend om 22:00. Geef al die posten
als titel “Les 5 - . . . ” met een korte maar sprekende titel op de plaats van
de drie puntjes.
Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan op die
punten die door een significant aantal studenten worden gesignaleerd op
het forum.

• Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les!

Onderwerp:
Het algemeen lineair probleem - Lineaire differentievergelijkingen

Opdrachten: Voer volgende opdrachten uit in de aangegeven volgorde.

1. Zorg ervoor dat je goed beheerst wat in de eerste twee weken van het semester reeds
gezien werd over vectorruimten en lineaire afbeeldingen. Anders is het volgen van de
komende lessen totaal inefficiënt.

2. Om een maximaal leer-rendement te halen is het essentieel dat je onderstaande oefening
eerst “onbevangen” probeert te maken. Lees daarom in eerste instantie nog niet voorbij
p.475 in de cursus maar probeer zoveel mogelijk onderdelen van de oefening zelfstandig te
vinden. Gebruik in deze eerste fase de cursus enkel om, indien nog nodig, bepaalde reeds
geziene begrippen zoals deelruimte, lineariteit, basis, . . . , die in de oefening voorkomen
(allemaal zaken die voor p.475 staan), op te frissen1.

Veronderstel dat je alle rijen (yn)n∈N in R wil vinden die voldoen aan

yn+2 + (7− 2n)yn+1 + (n− 2)yn = 1− 3n voor alle n ∈ N. (∗)

We willen met deze taak inzicht verwerven in de structuur van de oplossingsverzameling,
een inzicht dat eens het straks volgroeit is, niet meer zal afhangen van de “details” van
de vergelijking (∗).

(a) Een eerste voor de hand liggende vraag is of vergelijking (∗) überhaupt oplossingen
heeft. Argumenteer dat dit inderdaad het geval is en construeer zelf een oplossing
door de eerste 8 termen van die oplossing, y0 tot en met y7, op te sommen en uit te
leggen hoe je de waarde van de volgende termen in principe kan vinden. We vragen
je hier dus niet een formule voor een oplossing yn in termen van n neer te schrijven,
maar gewoon iets zoals

(1,−5, 3, 0, 16, 6,−7, 5, . . .)

waarbij je aangeeft hoe je de waarden die op de plaats van de drie puntjes staan,
zou kunnen berekenen.

1Dat moest je eigenlijk al gedaan hebben in opdracht 1. . .
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(b) Zij R de vectorruimte van de rijen in R. Beschouw de afbeelding L : R → R : y 7→
L(y) waarbij

(L(y))n = yn+2 + (7− 2n)yn+1 + (n− 2)yn voor alle n ∈ N.

Toon aan L lineair is.

(c) Leg uit hoe uit de lineariteit van L volgt dat de verzameling van de rijen (yn)n∈N
die voldoen aan

yn+2 + (7− 2n)yn+1 + (n− 2)yn = 0 voor alle n ∈ N (∗∗)

een deelruimte vormen van R. Laten we die deelruimte met H noteren.

(d) Laat zien dat vergelijking (∗∗) behalve de triviale oplossing (de constante rij 0)
nog andere oplossingen heeft. Doe dit door zoals in (a) de eerste 8 termen van een
niet-nul oplossing van (∗∗) op te sommen.

(e) Geef twee oplossingen van (∗∗), door opsomming van hun eerste 8 termen, die samen
een vrij deel van H vormen.

(f) Kan je (door opsomming van de eerste 8 termen) een basis van H geven?

(g) Leg uit hoe uit de lineariteit van L volgt dat de verzameling van de rijen (yn)n∈N
die voldoen aan (∗) een lineaire nevenklasse van H vormen.

(h) Kan je de resultaten en inzichten die je in de vorige punten verkregen hebt, sa-
menleggen om, door opsomming van de eerste 8 termen, te beschrijven hoe alle
oplossingen van vergelijking (∗) er uit zien?

3. Als het (heel !) goed is, heb je de oefening hierboven helemaal zelfstandig tot een goed
einde kunnen brengen. Geen paniek als dat niet gelukt zou zijn. Ga dan in een tweede
fase op zoek naar inspiratie in de cursus ergens tussen p.475 en p.488. Het kunnen
onderkennen van welke passages relevant kunnen zijn met betrekking tot bovenstaande
oefening is op zich al een interessante oefening.

4. Doe nu een systematische en grondige studie van p.475 - 488 en detecteer eventuele
moeilijke punten.
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Voorbereidingsopdrachten Les 6

• Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrachten moe-
ten gepost zijn voor woensdag eerstkomend om 21:00. Geef al die posten
als titel “Les 6 - . . . ” met een korte maar sprekende titel op de plaats van
de drie puntjes.
Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan op die
punten die door een significant aantal studenten worden gesignaleerd op
het forum.

• Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les!

Onderwerp:
Oplossen van lineaire differentievergelijkingen

Opdrachten: Voer volgende opdrachten uit in de aangegeven volgorde.

1. Bestudeer 4.5.3 en 4.5.4 in de cursus (p.488-501). Besteed aandacht zowel aan de concep-
tuele als aan de rekentechnische aspecten. Detecteer en signaleer de moeilijke punten.

2. Test of je het rekentechnische aspect voldoende onder de knie hebt door volgende ver-
gelijking op te lossen

yn+2 − 4yn+1 + 4yn = 2n + n2.

3. Beschouw de lineaire homogene differentievergelijking

yn+2 + (1− n)yn+1 − 2(1 + n)yn = 0.

• De karakteristieke vergelijking van deze differentievergelijking is

λ2 + (1− n)λ− 2(1 + n) = 0.

• Elementair rekenwerk levert de wortels van de karakteristieke vergelijking, namelijk

λ1 = −2 en λ2 = 1 + n.

• Bijgevolg zijn de rijen y(1) en y(2) met y
(1)
n = (−2)n en y

(2)
n = (1 + n)n oplossingen

van de homogene differentievergelijking. De algemene oplossing van de vergelijking
is dus

yn = A(−2)n +B(1 + n)n met A,B ∈ R.

Wat vind je van deze oplossingsmethode?

4. Beschouw de differentievergelijking1

yn+2 + (n+ 2)yn+1 − 6(n+ 2)(n+ 1)yn = 0.

(a) Van welk type is die differentievergelijking?

1Dit is oefening 7 van opdrachtenreeks III.4.5.5 uit de cursus.
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(b) Wat weet je van de structuur van de oplossingsruimte?

(c) Vind de algemene oplossing van de vergelijking door eerst oplossingen te zoeken van
de vorm yn = n!λn met λ ∈ R. Argumenteer waarom je inderdaad de algemene
oplossing hebt verkregen.

5. Wat is de algemene oplossing van de differentievergelijking

yn+2 + (n+ 2)yn+1 − 6(n+ 2)(n+ 1)yn =
1

n+ 3
+ 1− 6(n+ 2) ?

Argumenteer waarom je inderdaad de algemene oplossing hebt verkregen.
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Voorbereidingsopdrachten Les 7

• Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrachten moe-
ten gepost zijn voor MAANdag eerstkomend om 22:00. Geef al die posten
als titel “Les 7 - . . . ” met een korte maar sprekende titel op de plaats van
de drie puntjes.
Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan op die
punten die door een significant aantal studenten worden gesignaleerd op
het forum.

• Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les! Hou je niet
om (al dan niet gedeeltelijke) oplossingen te posten op het forum.

Onderwerp:
Deelruimten geassocieerd aan matrices, rang van een matrix

Opdrachten: Voer volgende opdrachten uit in de aangegeven volgorde.

1. Maak eerst onderstaande opwarmingsoefeningen. De eerste zou een déjà-vu-, zelfs déjà-
fait-gevoel moeten geven en zou dus zeer vlot moeten lukken. De tweede is ook maar
een aperitiefje. Maar het inzicht dat je er mee activeert zal je helpen zo meteen het
stukje ‘theorie’ uit de cursus gemakkelijk te begrijpen.

(a) Beschouw een injectieve lineaire afbeelding L : V → W tussen eindigdimensionale
vectorruimten V en W .

(i) Zij {v1, v2, . . . , vk} een vrij deel van V .
Toon aan dat {L(v1), L(v2), . . . , L(vk)} een vrij deel is van W .

(ii) Toon aan dat dim(V ) ≤ dim(W ).

(b) Beschouw 2017 vectoren, zeg v1, v2, . . . , v2017, in een willekeurige vectorruimte V .
Zij v′1926 = v1926 + 12v33. Stel

U = vct{v1, v2, . . . , v1925, v1926, v1927, . . . , v2017}

en
U ′ = vct{v1, v2, . . . , v1925, v′1926, v1927, . . . , v2017}.

Vergelijk U met U ′. Is er in het algemeen geen verband, is de ene deelruimte een
deel van de andere (altijd of mits bepaalde condities), zijn ze gelijk (altijd of mits
bepaalde condities, . . . ? Argumenteeer nauwkeurig!

2. Bestudeer grondig §4.6 (p.504 - p.510) in de cursus en detecteer nauwkeurig de punten
waar je in de les wil op inzoomen en signaleer die op het forum.
Zie je waar ergens tussen p.504 en p.510 de eerste opwarmingsoefening uit opdracht
1 relevant is? En waar precies is de tweede opwarmingsoefening relevant? Post je
vermoedens, twijfels en/of zekerheden terzake op het forum.

3. Onderweg tussen p.504 en p.510 zou je moeten geleerd hebben om snel en comfortabel
een basis van de rijruimte en de kolomruimte van een gegeven matrix te vinden. Ga
‘proefondervindelijk’ na of je dat effectief kunt voor een lukraak gekozen matrix.
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Voorbereidingsopdrachten Les 8

• Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrachten moe-
ten gepost zijn voor woensdag eerstkomend om 21:00. Geef al die posten
als titel “Les 8 - . . . ” met een korte maar sprekende titel op de plaats van
de drie puntjes.
Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan op die
punten die door een significant aantal studenten worden gesignaleerd op
het forum.

• Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les! Hou je niet
om (al dan niet gedeeltelijke) oplossingen te posten op het forum.

Onderwerp:
Elementaire meetkunde in het vlak en de ruimte + toepassingen

Opdrachten: Voer volgende opdrachten uit in de aangegeven volgorde.

1. Bestudeer grondig III.§5 (p.511-524) in de cursus. Detecteer en signaleer eventuele
moeilijke punten op het forum.

2. Onderstaande types opdrachten behoren tot de absolute basisvaardigheden waarover
je moet beschikken na het bestuderen van deze module. Je moet dit soort elementaire
opdrachten snel en inzichtelijk kunnen oplossen. Met “inzichtelijk” bedoelen we dat
de snelheid waarmee je dergelijke opdrachten moet kunnen maken, NIET het gevolg
mag zijn van het feit dat je voor elk van de onderstaande opgaven slaafs één of ander
‘truukje’ toepast of klakkeloos wat getalletjes invult in een gememoriseerde ‘formule’.
De snelheid moet voortkomen van het feit dat je ‘onbevangen’ puur op basis van het
gezonde verstand inziet hoe evident die opdrachten wel zijn.
Ga hieronder na in hoeverre je die vaardigheden effectief beheerst en signaleer even-
tuele problemen die je hierbij ondervindt, op het forum. “Ondervinden” veronderstelt
natuurlijk dat je minstens ernstig probeert! Wissel ervaringen en ideeën uit op het
forum.

(a) Gegeven twee punten in het vlak of de ruimte (kies er maar zelf lukraak twee uit),
ga na (binnen de minuut) of een lukraak gekozen derde punt in het vlak of de ruimte
tot de rechte behoort die door de eerste twee punten gaat.

(b) Gegeven twee punten in het vlak (kies er maar zelf lukraak twee uit), vind (binnen
de minuut) de Cartesiaanse vergelijking van de rechte die door beide punten gaat.

(c) Gegeven de Cartesiaanse vergelijking van een rechte in het vlak (schrijf zelf lukraak
eentje neer), teken (binnen de halve minuut) die rechte.

(d) Gegeven twee rechten in het vlak (via een parameter- of een Cartesiaanse vergelij-
king), bepaal (binnen de twee minuten) de onderlinge stand van die rechten (snij-
dend, evenwijdig . . . ).

(e) Gegeven rechten in het vlak (beschreven door een parameter- of Cartesiaanse ver-
gelijking) bepaal (binnen de minuut) het eventuele snijpunt.

(f) Gegeven een punt a en een rechte R (gegeven via een parameter- of Cartesiaanse
vergelijking) in het vlak, vind de parameter- en Cartesiaanse vergelijking van de
rechte door a evenwijdig met R (binnen de minuut).

1



(g) Gegeven een punt a in de ruimte en een vlak V beschreven door een Catesiaanse
vergelijking, vind (binnen de halve minuut) de Cartesiaanse vergelijking van het
vlak door a evenwijdig met V .

(h) Vind het snijpunt van het vlak (in R3) met vergelijking x+ y + z = 24 en de rechte
door de punten (1, 2, 3) en (4, 5, 6).

(i) (In R2) Vind de afstand tussen het punt (3, 4) en rechte door (1, 0) en (3, 1).

(j) (In R3) Vind de afstand tussen het punt (2, 1, 0) en het vlak door (2,−1, 3), (3, 0, 3)
en (2, 1, 5).

(k) (In R3) Vind de afstand tussen het punt (2, 4, 6) en de rechte door de punten
(−1, 2, 1) en (5, 4, 1).

Bedenk voor de laatste vier problemen verschillende strategieën om tot de oplossing te
komen. Welke vind je de handigste, welke de meest inzichtelijke?
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Voorbereidingsopdrachten Les 9

• Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrach-
ten moeten gepost zijn voor MAANdag eerstkomend om 22:00.
Geef al die posten als titel “Les 9 - . . . ” met een korte maar spre-
kende titel op de plaats van de drie puntjes.
Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan
op die punten die door een significant aantal studenten worden
gesignaleerd op het forum.

• Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les! Hou
je niet om (al dan niet gedeeltelijke) oplossingen te posten op het forum.

Onderwerp:
Eigenwaarden en eigenvectoren: algemene theorie

Opdrachten:
Voer volgende opdrachten uit in de aangegeven volgorde.

1. Maak eerst ‘onbevangen’ (d.w.z. vooraleer je de het stuk over eigenwaarden in de
cursus begint te lezen) alle verkennende oefeningen en experimenten beschreven
in de preview (de slides zijn achteraan in dit document toegevoegd). Gebruik
het forum om je vragen/ideeën en oogst met anderen te delen.

2. Doe nadien een grondige studie van III.§6.1 (p.526 - p.542). Detecteer nauw-
keurig eventuele moeilijke punten waar je nog wat uitleg bij wil en signaleer dat
op het forum.

3. Beschouw de (n × n)-matrix die je verkrijgt door bij de ((n − 1) × (n − 1))-
eenheidsmatrix links een kolom met nullen en onderaan een rij met nullen toe
te voegen, dus 

0 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0
0 0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 · · · 1
0 0 0 0 · · · 0


.

Is die matrix diagonaliseerbaar? Argumenteer!

4. Veronderstel dat A een inverteerbare matrix is. Zij λ een eigenwaarde van A.
Toon aan dat λ verschillend van nul is. Mag je in het algemeen besluiten dat
1/λ een eigenwaarde is van de inverse van A? Argumenteer!

1



Vooruitblik eigenwaarden en eigenvectoren

Johan Quaegebeur
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Motiverende probleemstellingen

Evolutie van een markt
Twee supermarktketens (X en Y) verdelen onder elkaar een markt van 5
miljoen consumenten. Elke maand worden het aantal klanten per keten
gemeten en elke maand stelt men eenzelfde (relatieve) verschuiving van
het klantenaantal per keten vast. Van de klanten van keten X blijven er
de maand daarop 92% nog klant bij X, terwijl 8% ervan volgende maand
bij Y zijn inkopen doet. Keten Y weet 97% van zijn klanten de volgende
maand nog aan zich te binden; de overige 3% gaan volgende maand
naar de concurrent X. Nu zijn er 3 miljoen klanten bij keten X en 2 miljoen
bij keten Y.
Hoe zal het aantal klanten per keten van maand tot maand evolueren (in
de veronderstelling dat de relatieve verschuivingen elk maand dezelfde
zijn)? En wat gebeurt er op lange termijn?
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Motiverende probleemstellingen

Demografische evolutie
We delen de bevolking van een land in in 11 leeftijdsgroepen: de 0- tot 9-jarigen,
de 10- tot 19-jarigen, . . . , de 100- tot 109-jarigen. We nummeren de
leeftijdsgroepen met een teller i die loopt van 0 tot 10. Wie nu tot de i-de
leeftijdsgroep behoort, zal binnen 10 jaar ofwel dood zijn, ofwel tot de (i + 1)-ste
leeftijdsgroep behoren. Noteer met `i de fractie van het aantal mensen uit
leeftijdsgroep i die binnen 10 jaar nog in leven zijn. Bijvoorbeeld `6 = 0.67
betekent dat 67% van de huidige 60- tot 69-jarigen binnen 10 jaar nog in leven
zal zijn (en dus dan de leeftijdsgroep van de 70- tot 79-jarigen zal uitmaken).
Noteer met ki het gemiddeld aantal kinderen dat een individu uit leeftijdsgroep i
op de wereld zet in een periode van 10 jaar. Bijvoorbeeld k2 = 0.9 betekent dat
de huidige 20- tot 30-jarigen in de komende 10 jaar gemiddeld 0.9 kinderen
zullen krijgen.

Hoe zal de bevolkingspiramide op termijn evolueren in de veronderstelling dat de
waarden van `i en ki ongewijzigd blijven en er geen migratie is?

Door betere gezondheidszorgen zal `i stijgen. Wat moet er met de ki ’s gebeuren
als men er op termijn wil voor zorgen dat minstens 2/3 van de bevolking jonger
dan 70 jaar is?
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Motiverende probleemstellingen

Evolutie van een markt
Twee supermarktketens (X en Y) verdelen onder elkaar een markt van 5 miljoen
consumenten. Van de klanten van keten X blijven er de maand daarop 92% nog
klant bij X, terwijl 8% ervan volgende maand bij Y zijn inkopen doet. Keten Y
weet 97% van zijn klanten de volgende maand nog aan zich te binden; de
overige 3% gaan volgende maand naar de concurrent X. Nu zijn er 3 miljoen
klanten bij keten X en 2 miljoen bij keten Y.
Hoe zal het aantal klanten per keten van maand tot maand evolueren (in de
veronderstelling dat de relatieve verschuivingen elk maand dezelfde zijn)? En wat
gebeurt er op lange termijn?

Stel xn = # klanten van X in maand n,
yn = # klanten van Y in maand n.

Voor elke n ∈ N geldt dat:
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Motiverende probleemstellingen

Evolutie van een markt
Twee supermarktketens (X en Y) verdelen onder elkaar een markt van 5 miljoen
consumenten. Van de klanten van keten X blijven er de maand daarop 92% nog
klant bij X, terwijl 8% ervan volgende maand bij Y zijn inkopen doet. Keten Y
weet 97% van zijn klanten de volgende maand nog aan zich te binden; de
overige 3% gaan volgende maand naar de concurrent X. Nu zijn er 3 miljoen
klanten bij keten X en 2 miljoen bij keten Y.
Hoe zal het aantal klanten per keten van maand tot maand evolueren (in de
veronderstelling dat de relatieve verschuivingen elk maand dezelfde zijn)? En wat
gebeurt er op lange termijn?

Stel xn = # klanten van X in maand n,
yn = # klanten van Y in maand n.

Voor elke n ∈ N geldt dat:
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Motiverende probleemstellingen

Evolutie van een markt
Twee supermarktketens (X en Y) verdelen onder elkaar een markt van 5 miljoen
consumenten. Van de klanten van keten X blijven er de maand daarop 92% nog
klant bij X, terwijl 8% ervan volgende maand bij Y zijn inkopen doet. Keten Y
weet 97% van zijn klanten de volgende maand nog aan zich te binden; de
overige 3% gaan volgende maand naar de concurrent X. Nu zijn er 3 miljoen
klanten bij keten X en 2 miljoen bij keten Y.
Hoe zal het aantal klanten per keten van maand tot maand evolueren (in de
veronderstelling dat de relatieve verschuivingen elk maand dezelfde zijn)? En wat
gebeurt er op lange termijn?

Stel xn = # klanten van X in maand n,
yn = # klanten van Y in maand n.

Voor elke n ∈ N geldt dat:{
xn+1 = 0.92 xn + 0.03 yn

yn+1 = 0.08 xn + 0.97 yn
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Motiverende probleemstellingen

Evolutie van een markt
Twee supermarktketens (X en Y) verdelen onder elkaar een markt van 5 miljoen
consumenten. Van de klanten van keten X blijven er de maand daarop 92% nog
klant bij X, terwijl 8% ervan volgende maand bij Y zijn inkopen doet. Keten Y
weet 97% van zijn klanten de volgende maand nog aan zich te binden; de
overige 3% gaan volgende maand naar de concurrent X. Nu zijn er 3 miljoen
klanten bij keten X en 2 miljoen bij keten Y.
Hoe zal het aantal klanten per keten van maand tot maand evolueren (in de
veronderstelling dat de relatieve verschuivingen elk maand dezelfde zijn)? En wat
gebeurt er op lange termijn?

Stel xn = # klanten van X in maand n,
yn = # klanten van Y in maand n.

Voor elke n ∈ N geldt dat:(
xn+1

yn+1

)
=

(
0.92 0.03
0.08 0.97

) (
xn

yn

)
.
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Motiverende probleemstellingen

Evolutie van een markt
Twee supermarktketens (X en Y) verdelen onder elkaar een markt van 5 miljoen
consumenten. Van de klanten van keten X blijven er de maand daarop 92% nog
klant bij X, terwijl 8% ervan volgende maand bij Y zijn inkopen doet. Keten Y
weet 97% van zijn klanten de volgende maand nog aan zich te binden; de
overige 3% gaan volgende maand naar de concurrent X. Nu zijn er 3 miljoen
klanten bij keten X en 2 miljoen bij keten Y.
Hoe zal het aantal klanten per keten van maand tot maand evolueren (in de
veronderstelling dat de relatieve verschuivingen elk maand dezelfde zijn)? En wat
gebeurt er op lange termijn?

Stel xn = # klanten van X in maand n,
yn = # klanten van Y in maand n.

Voor elke n ∈ N geldt dat:(
xn+1

yn+1

)
=

(
0.92 0.03
0.08 0.97

) (
xn

yn

)
=

(
0.92 0.03
0.08 0.97

) (
0.92 0.03
0.08 0.97

) (
xn−1

yn−1

)
.
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Motiverende probleemstellingen

Evolutie van een markt
Twee supermarktketens (X en Y) verdelen onder elkaar een markt van 5 miljoen
consumenten. Van de klanten van keten X blijven er de maand daarop 92% nog
klant bij X, terwijl 8% ervan volgende maand bij Y zijn inkopen doet. Keten Y
weet 97% van zijn klanten de volgende maand nog aan zich te binden; de
overige 3% gaan volgende maand naar de concurrent X. Nu zijn er 3 miljoen
klanten bij keten X en 2 miljoen bij keten Y.
Hoe zal het aantal klanten per keten van maand tot maand evolueren (in de
veronderstelling dat de relatieve verschuivingen elk maand dezelfde zijn)? En wat
gebeurt er op lange termijn?

Stel xn = # klanten van X in maand n,
yn = # klanten van Y in maand n.

Voor elke n ∈ N geldt dat:(
xn+1

yn+1

)
=

(
0.92 0.03
0.08 0.97

)2 (
xn−1

yn−1

)
.
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Motiverende probleemstellingen

Evolutie van een markt
Twee supermarktketens (X en Y) verdelen onder elkaar een markt van 5 miljoen
consumenten. Van de klanten van keten X blijven er de maand daarop 92% nog
klant bij X, terwijl 8% ervan volgende maand bij Y zijn inkopen doet. Keten Y
weet 97% van zijn klanten de volgende maand nog aan zich te binden; de
overige 3% gaan volgende maand naar de concurrent X. Nu zijn er 3 miljoen
klanten bij keten X en 2 miljoen bij keten Y.
Hoe zal het aantal klanten per keten van maand tot maand evolueren (in de
veronderstelling dat de relatieve verschuivingen elk maand dezelfde zijn)? En wat
gebeurt er op lange termijn?

Stel xn = # klanten van X in maand n,
yn = # klanten van Y in maand n.

Voor elke n ∈ N geldt dat:(
xn+1

yn+1

)
=

(
0.92 0.03
0.08 0.97

)2 (
xn−1

yn−1

)
=

(
0.92 0.03
0.08 0.97

)2 (
0.92 0.03
0.08 0.97

) (
xn−2

yn−2

)
.
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Motiverende probleemstellingen

Evolutie van een markt
Twee supermarktketens (X en Y) verdelen onder elkaar een markt van 5 miljoen
consumenten. Van de klanten van keten X blijven er de maand daarop 92% nog
klant bij X, terwijl 8% ervan volgende maand bij Y zijn inkopen doet. Keten Y
weet 97% van zijn klanten de volgende maand nog aan zich te binden; de
overige 3% gaan volgende maand naar de concurrent X. Nu zijn er 3 miljoen
klanten bij keten X en 2 miljoen bij keten Y.
Hoe zal het aantal klanten per keten van maand tot maand evolueren (in de
veronderstelling dat de relatieve verschuivingen elk maand dezelfde zijn)? En wat
gebeurt er op lange termijn?

Stel xn = # klanten van X in maand n,
yn = # klanten van Y in maand n.

Voor elke n ∈ N geldt dat:(
xn+1

yn+1

)
=

(
0.92 0.03
0.08 0.97

)3 (
xn−2

yn−2

)
=

(
0.92 0.03
0.08 0.97

)4 (
xn−3

yn−3

)
.
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Motiverende probleemstellingen

Evolutie van een markt
Twee supermarktketens (X en Y) verdelen onder elkaar een markt van 5 miljoen
consumenten. Van de klanten van keten X blijven er de maand daarop 92% nog
klant bij X, terwijl 8% ervan volgende maand bij Y zijn inkopen doet. Keten Y
weet 97% van zijn klanten de volgende maand nog aan zich te binden; de
overige 3% gaan volgende maand naar de concurrent X. Nu zijn er 3 miljoen
klanten bij keten X en 2 miljoen bij keten Y.
Hoe zal het aantal klanten per keten van maand tot maand evolueren (in de
veronderstelling dat de relatieve verschuivingen elk maand dezelfde zijn)? En wat
gebeurt er op lange termijn?

Stel xn = # klanten van X in maand n,
yn = # klanten van Y in maand n.

Voor elke n ∈ N geldt dat:(
xn+1

yn+1

)
=

(
0.92 0.03
0.08 0.97

)n+1 (
x0

y0

)
.
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Wiskundige probleemstellingen

Probleem 1
Gegeven een vierkante matrix A ∈ Rm×m en een willekeurige k ∈ N0,
bereken Ak in gesloten vorm.

Probleem 2

Gegeven een vierkante matrix A ∈ Rm×m, een kolommatrix X ∈ Rm×1

en een willekeurige k ∈ N0,
bereken Ak X in gesloten vorm.
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Wiskundige probleemstellingen

Probleem 1
Gegeven een vierkante matrix A ∈ Rm×m en een willekeurige k ∈ N0,
bereken Ak in gesloten vorm.

Probleem 2

Gegeven een vierkante matrix A ∈ Rm×m, een kolommatrix X ∈ Rm×1

en een willekeurige k ∈ N0,
bereken Ak X in gesloten vorm.
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Hoe moeilijk zijn de problemen? Experimenteer!

Experiment 1

1 Kies lukraak een (2 × 2)-matrix A .
Kies bijvoorbeeld 4 cijfers uit je gsm-nummer en vorm er een
(2 × 2)-matrix A mee.

2 Bereken A2, A3 en A4.
3 Zie je het zitten om A2017 te berekenen? Leg uit!
4 Kan je voor een willekeurige k ∈ N0 een formule vinden voor elk

van de 4 matrixelementen van Ak , een formule die uiteraard k zal
bevatten en waar je naderhand een specifieke waarde van k kan
invullen om zo meteen bijvoorbeeld A4, A200 of A2017 terug te
vinden?

5 Herhaal dit experiment voor een andere (lukrake) keuze van A .

Johan Quaegebeur Eigenwaarden en eigenvectoren



Hoe moeilijk zijn de problemen? Experimenteer!

Experiment 2

1 Kies lukraak een (2 × 2)-matrix A en een (2 × 1)-kolommatrix X .
Kies bijvoorbeeld 6 cijfers uit het gsm-nummer van een vriend(in),
gebruik er 4 van om een (2 × 2)-matrix A te vormen en maak van
de overige 2 een (2 × 1)-kolommatrix X .

2 Bereken AX , A2X en A3X .
3 Zie je het zitten om A2017X te berekenen? Leg uit!
4 Kan je voor een willekeurige k ∈ N0 een formule vinden voor elk

van de 2 matrixelementen van Ak X , een formule die uiteraard k
zal bevatten en waar je naderhand een specifieke waarde van k
kan invullen om zo meteen bijvoorbeeld A4X, A200X of A2017X
terug te vinden?

5 Herhaal dit experiment voor een andere (lukrake) keuze van A en
X .
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Wanneer is probleem 1 eenvoudig?

Vind speciale (dus niet-lukrake) vierkante matrices waarvoor het
berekenen van een willekeurige macht eenvoudig is.
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Wanneer is probleem 2 eenvoudig?

Beschouw de matrix A =

(
−7 6
−9 8

)
.

1 Bereken A
(

1
1

)
, A2

(
1
1

)
en A3

(
1
1

)
.

Geef nu een expliciete uitdrukking voor A k

(
1
1

)
voor k ∈ N0.

2 Bereken A
(

2
3

)
, A2

(
2
3

)
en A3

(
2
3

)
.

Geef nu een expliciete uitdrukking geven voor A k

(
2
3

)
voor k ∈ N0.

3 Veralgemeen je bevindingen. Gegeven een matrix A , voor welke
“speciale” kolommen X zal het berekenen van A k X voor een
willekeurige k ∈ N0 in elk geval eenvoudig zijn?

4 Extra: ga terug naar de concrete A die bovenaan gegeven is.
Kan je door gebruik te maken van wat je in (1) en (2) vond, nu ook

A k

(
3
4

)
expliciet berekenen voor een willekeurige k ∈ N?
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Essentiële vaardigheidsoefening

Beschouw de matrix A =

(
1 3
2 2

)
.

1 Bestaat er een kolom
(

x
y

)
verschillend van de nul-kolom waarvoor

A
(

x
y

)
= 5

(
x
y

)
? Zo ja, vind zo’n kolom; zo nee, leg uit waarom

zo’n kolom niet bestaat.

2 Bestaat er een kolom
(

x
y

)
verschillend van de nul-kolom waarvoor

A
(

x
y

)
= 4

(
x
y

)
? Zo ja, vind zo’n kolom; zo nee, leg uit waarom

zo’n kolom niet bestaat.

3 Kan je alle λ ∈ R vinden waarvoor er een kolom
(

x
y

)
verschillend

van de nul-kolom bestaat die voldoet aan A
(

x
y

)
= λ

(
x
y

)
?
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Voorbereidingsopdrachten Les 10

• Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrach-
ten moeten gepost zijn voor woensdag eerstkomend om 21:00. Geef
al die posten als titel “Les 10 - . . . ” met een korte maar sprekende
titel op de plaats van de drie puntjes.
Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan
op die punten die door een significant aantal studenten worden
gesignaleerd op het forum.

• Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les! Hou
je niet om (al dan niet gedeeltelijke) oplossingen te posten op het forum.

Onderwerp:
Eigenwaarden en eigenvectoren: symmetrische matrices

Opdrachten:
Voer volgende opdrachten uit in de aangegeven volgorde.

1. Vind zelf een eenvoudig bewijs voor beweringen (1) en (2) van Stelling 6.2.1.4
in het geval van een willekeurige symmetrische (2 × 2)-matrix. Doe dit door
gewoon de eigenwaarden en eigenvectoren uit te rekenen. Het is dus expliciet
niet de bedoeling dat je in deze eerste fase van de voorbereiding het bewijs van
die stelling dat in de cursus staat, probeert te imiteren. De bedoeling is dat je
een ‘onbevangen’ en ‘artisanaal’ bewijs geeft, dus een rechttoe-rechtaan bewijsje
waarvoor je niets meer dan wat elementaire middelbare schoolwiskunde nodig
hebt. Post jullie voorstellen op het forum en breng je resultaten mee naar de
les.

2. Is je bewijsmethode van hierboven voor (1) en (2) van Stelling 6.2.1.4 over te
dragen naar symmetrische (3 × 3)-matrices? En naar symmetrische (4 × 4)-
matrices, (5× 5)-matrices, . . . ? Argumenteer!

3. Vooraleer je je verdiept in deel III.6.2.1 van de cursus, doe je eerst volgende
twee opwarmingsoefeningen.

(a) Zij {e1, e2, . . . , em} een stel vectoren in Rm. Noteer met Q de (m × m)-
matrix die je verkrijgt door de vectoren e1, e2 tot en met em verticaal in
kolommen naast elkaar te schrijven. Onderzoek het verband tussen volgende
uitspraken:
(α) {e1, e2, . . . , em} is een orthonormale basis van Rm.
(β) QtQ = 1lm.

(b) Met een (k × k)-matrix A en een (`× `)-matrix B maken we een (k + `)×
(k+ `)-matrix, die we met A⊕B noteren, door A en B schuin onder elkaar
op de diagonaal te zetten en aan te vullen met nullen als volgt

A⊕B =

 A 0

0 B

 .

1



Veronderstel nu dat A en A′ twee (k× k)-matrices en B en B′ twee (`× `)-
matrices zijn. Bereken het product

(A⊕B)(A′ ⊕B′).

4. Doe tenslotte een grondige studie van III.6.2.1 (p.542 - p.546). Detecteer nauw-
keurig eventuele moeilijke punten en signaleer die op het forum.
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Voorbereidingsopdrachten Les 11

• Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrach-
ten moeten gepost zijn voor MAANdag eerstkomend om 22:00.
Geef al die posten als titel “Les 11 - . . . ” met een korte maar
sprekende titel op de plaats van de drie puntjes.
Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan
op die punten die door een significant aantal studenten worden
gesignaleerd op het forum.

• Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les! Hou
je niet om (al dan niet gedeeltelijke) oplossingen te posten op het forum.

Onderwerp:
Eigenwaarden en eigenvectoren van stochastische matrices & Perron-Frobenius

Opdrachten:
Voer volgende opdrachten uit in de aangegeven volgorde.

1. Geef ‘onbevangen’ (d.w.z. zonder te kijken hoe een en ander in de cursus ge-
beurt) een bewijs voor Proposities 6.2.2.3, 6.2.2.4 en 6.2.2.5 in het geval van
(2 × 2)-matrices. Dit zou eenvoudig moeten lukken door rechttoe rechtaan de
eigenwaarden en eigenvectoren van een willekeurige (2×2)-stochastische matrix
te berekenen. Post je pogingen op het forum.
Is die computationele bewijstechniek uitbreidbaar naar het geval van (3 × 3)-
stochastische matrices of eventueel stochastische matrices met nog grotere af-
metingen? Leg uit!

2. Veronderstel dat er op een feestje een aantal koppeltjes (jongens & meisjes)
zijn. Voor elk koppel is het meisje (in gestalte) kleiner dan of hoogstens even
lang als de jongen. Iemand komt op het idee (we laten even in het midden waar
dat idee vandaan zou kunnen komen) om de som, zeg M , van de lengtes van
alle meisjes te berekenen en de som, zeg J , van de lengtes van alle jongens. Het
blijkt dat M = J . Wat kan je besluiten over de lengtes van de twee individuen
van een koppeltje? Dit is vrij evident en je zou dit dus ook haarscherp moeten
kunnen argumenteren. Post jullie resultaten en argumentaties op het forum.

3. Bestudeer nu grondig III.6.2.2 (p.546 - p.554). Detecteer en signaleer de moei-
lijke punten. Zie je de relevantie van het verhaaltje met de koppeltjes uit 2 voor
de bewijzen in dit stuk?

4. Zoek op het web op hoe eigenwaarden belangrijk, ja zelfs essentieel, zijn voor de
zoekmachine van Google om tot een ranking van de meest relevante webpagina’s
over een bepaalde thema te komen. Zie je welk1 van de algemene resultaten
over stochastische matrices die in de cursus staan, van essentieel belang is om
Google effectief zijn zoekwerk te kunnen laten doen? Post jullie vondsten en
ideeën hierover op het forum.

1Je mag hierbij niet ‘op veilig spelen’ door te poneren dat alle resultaten die in de cursus
staan wel ergens relevant zouden kunnen zijn. Je moet echt één keuze maken en die keuze
verantwoorden.

1



Voorbereidingsopdrachten Les 12

• Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrach-
ten moeten gepost zijn voor woensdag eerstkomend om 21:00. Geef
al die posten als titel “Les 12 - . . . ” met een korte maar sprekende
titel op de plaats van de drie puntjes.
Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan
op die punten die door een significant aantal studenten worden
gesignaleerd op het forum.

• Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les! Hou
je niet om (al dan niet gedeeltelijke) oplossingen te posten op het forum.

Onderwerp:
Re-activeren van inzichten uit semester 1
+ Impliciet gedefinieerde functies: verkenning

Opdrachten:
Fris een aantal zaken die we in semester 1 zagen over functies van meerdere veran-
derlijken, goed op. Punten 1, 2 en 3 hieronder moet je in elk geval helemaal paraat
hebben of je bent al totaal verloren van bij de start van dit nieuwe hoofdstuk.

1. De kettingregel voor functies van meerdere veranderlijken.

2. Veronderstel dat f : A ⊆ R2 → R een functie is die gedefinieerd is op een open
deel A van R2 dat het punt (2, 1) bevat en die continue partiële afgeleiden heeft.
Veronderstel dat f(2, 1) = 0 en dat

y ef(x,y) + x f(x, y) + sin(πxy) = 1 voor alle (x, y) ∈ A.

Bereken D1f(2, 1) en D2f(2, 1).

3. Laat je fantasie de vrije loop en stel je een heuvelend landschap voor waarin
het heerlijk wandelen is. Veronderstel dat we de afhankelijkheid van hoogte van
het landschap van de plaats beschrijven met een ”brave”functie

h : R2 → R : (x, y) 7→ h(x, y).

Veronderstel hierbij bijvoorbeeld dat we x-as west-oost en de y-as zuid-noord
gekozen hebben. Je loopt op een pad dat zich door het landschap slingert
zodanig dat de hoogte constant 1400m is.

(a) Op een bepaald punt, zeg (x0, y0), loop je hierbij pal in zuidelijke richting
en een eind verder op het pad, zeg in punt (x1, y1), loop je pal in oostelijke
richting. Wat kan je besluiten over de waarde van de partiële afgeleiden van
h in beide punten?

(b) Je wandelt nog verder op het pad en je komt zo voorbij een punt (x3, y3)
waar D1h(x3, y3) = −2D2h(x3, y3). In welke richting ben je dan aan het
lopen als je in (x3, y3) passeert?

Post al je fantasieën in verband met deze opdracht op het gepaste forum (i.e.
het forum gewijd aan impliciete functies).
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