Voorbereidingsopdrachten Les 13

e Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrach-
ten moeten gepost zijn voor MA ANdag eerstkomend om 22:00.
Geef al die posten als titel “Les 13 - ...” met een korte maar
sprekende titel op de plaats van de drie puntjes.

Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan
op die punten die door een significant aantal studenten worden
gesignaleerd op het forum.

¢ Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les! Hou
je niet om (al dan niet gedeeltelijke) oplossingen te posten op het forum.

Onderwerp:
Impliciet gedefinieerde functies: studie in detail

Opdrachten:
Na de eerste verkenning van impliciet gedefinieerde functies in vorige les moeten
jullie dit stuk nu grondig uitspitten.

1. Met gesloten cursus:

Herbekijk de voorbeeldproblemen die in de vorige les werden getoond (de trans-
paranten zijn hierbij achteraan toegevoegd). Je zou in staat moeten zijn om
‘onbevangen’ in elk van de concrete voorbeeldproblemen een antwoord te bere-
kenen op de (c)-vraag. Deel met elkaar op het forum wat je hiervoor vindt en,
veel belangrijker, hoe je het vindt. Het is uiterst essentieel voor een goed begrip
van de zaak dat je de (c)-vraag kan doen in de concrete voorbeeldproblemen
zonder beroep te doen op algemene ‘toverformuletjes’ die je in de cursus gaat
opzoeken, formuletjes waarin je dan zomaar klakkeloos de concrete ingrediénten
invult. Andermaal loopt het verwerven van het inzicht totaal andersom. Het is
maar als je in staat bent om onbevangen in de concrete voorbeeldproblemen (c)
te vinden, dat je straks in staat zal zijn om de afleiding van de ‘toverformule’
te snappen .

2. Bestudeer vervolgens grondig reéle impliciet gedefinieerde functies in de cursus
(deel IV.1.1, p.558 - p.568). Belangrijk hierbij zijn:

(o) Het conceptuele aspect (dit heeft betrekking op vragen (a) en (b) uit de
voorbeeldproblemen van vorige les). Een voldoende voorwaarde voor een
positief antwoord op die vragen wordt gegeven in de bestaans- en unici-
teitsbewering uit stelling 1.1.3. Je moet de rol van de voorwaarden in die
stelling (minstens in het geval n = 1 en n = 2) meetkundig kunnen duiden.
Voor het geval n = 1 deden we dat eigenlijk al in vorige les. Vergewis je
ervan dat je dit goed begrepen hebt (zoniet, forum ...). Kan je ook voor
het geval n = 2 meetkundig ‘zien” waar de voorwaarden in de stelling hun
rol spelen? Deel ideeén hierover op het forum.

(B) Het rekentechnische aspect (dit heeft betrekking op vraag (c) uit de voor-
beeldproblemen van vorige les). Voor wat betreft het rekentechnische zou
er na opdracht [I| hierboven (en zelfs zonder die opdracht maar gewoon op
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basis van wat je in Hogere Wiskunde I leerde) eigenlijk niets nieuws onder
de zon mogen zijn. Want meer dan de ‘wetenschap’ dat de afgeleide van
een constante functies nul is plus de allerelementairste rekenvaardigheden
is hiervoor niet nodig. Zorg er dus zeker voor dat je dit PERFECT onder
de knie hebt. Als je echt wil weten of je deze basisvaardigheid bezit ga je
de voorbeelden die in de cursustekst staan uiteraard eens zelf proberen uit
te rekenen voor je het resultaat gaat nalezen.

3. Bestudeer nu grondig impliciet gedefinieerde vectorfuncties in de cursus (deel
IV.1.2, p.569 - p.580). Ook hier zijn de belangrijke zaken:

(o) Het conceptuele aspect (andermaal heeft dit betrekking op vragen (a) en
(b) van vorige les), in het bijzonder de bestaans- en uniciteitsbewering uit
stelling 1.2.4. Je moet in het geval n = 1 en m = 2 de rol van de voor-
waarden, in het bijzonder de conditie dat d,F'(z*,y*) inverteerbaar moet
zijn, meetkundig kunnen duiden. In de cursus vind je op p.570 (onderste
helft) tot p.572 (bovenste helft) een algebraisch argument die het belang
van die inverteerbaarheidsvoorwaarde plausibel maakt. De bedoeling is dat
je voor de inverteerbaarheidconditie ook een visueel overtuigend, dus meet-
kundig, argument kan geven. Je kan je voor dat argument laten inspireren
door de animaties die we in vorige les lieten zien (hieronder vind je zo'n
ﬁlmpjeED. Je argument zal dus begrippen zoals “niveaulijn” en “gradiént”
moeten bevatten. En vermits het een meetkundig argument is, zal een te-
kening ter ondersteuning van je redenering niet kunnen ontbreken. Post
jullie ideeén op het forum.
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(B) Het rekentechnische aspect (dit is weer vraag (c) uit vorige les) zoals geillus-
treerd door de voorbeelden in de cursus inclusief het niet-lineair IS-LM-
model. Hier geldt dezelfde opmerking als in [J(3). Eens je het bestaan en
de uniciteit van de impliciet gedefinieerde functie hebt, is het berekenen
van de afgeleiden een trivialiteit (die weliswaar wat rekentijd vraagt maar
enkel gebaseerd is op de allerelementairste kennis en vaardigheden). In elk
geval zou het NIET mogen zijn dat je bij het berekenen van de afgeleide
moet terugvallen op het slaafs en klakkeloos invullen in een gememoriseerd
formuletje uit stelling 1.2.4. Ook hier spreekt het vanzelf dat je de voor-
beelden in de cursus eerst zelf probeert door te rekenen voor je ze gaat
nalezen/ controlerenﬂ Een bijkomende test om te weten of je dit aspect be-
heerst is bijvoorbeeld oefening 6 uit reeks IV.1.3. Ga na of je die oefening
kan. Deel jullie bevindingen met elkaar op het forum.

20verigens is geen enkel voorbeeld in de gehele cursus bedoeld als ‘enkel om te lezen’ ...
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IS-LM-model

G = overheidsuitgaven Y = bruto nationaal inkomen
T = belastingen C' = consumentenuitgaven
M, = geldvoorraad I = investeringen
r = rentevoet

Verbanden:
(Y=C+I+G
) C=cY-T)
I =1i(r)
| M, =m(Y,r)

waarbij ¢ : R = R, i : R = R en m : R? — R functies zijn met
continue (parti€le) afgeleiden die voldoen aan

, om om

0<d <1, <0, 8—Y>O en W<O'
( PG, T,M,;Y,C.I.r)=C+I+G—-Y =0

) G T,MgY,C I,r)y=cY-T)—-C=0
F3(G, T, M, Y,C,I,r)=i(r)—1 =0

| Fy(G, T, M;Y,C, 1,7) =m(Y,r) — My =0

!

4 vergelijkingen, 3 + 4 veranderlijken
Kunnen we 4 veranderlijken zien als functie van de overige 37
Zo ja, kunnen we partiéle afgeleiden berekenen?

Algemeen probleem

Gegeven een stel van m vergelijkingen met n + m veranderlijken,
kunnen we dan m veranderlijken zien als functie van de overige n?
Zo ja, kunnen we (partiéle) afgeleiden berekenen?

JOHAN QUAEGEBEUR INTRO IMPLICIETE FUNCTIES 1



Voorbeeld 1 n=m =1 (1 vgl., 141 veranderlijken)

Beschouw de vergelijking
y? + 2zy = 16. (1)

(a) Kunnen we y zien als eenduidige functie van x in de buurt van
een gegeven punt (z*,y*), bv. (3,2), dat aan (1) voldoet, m.a.w.
bestaat er een open interval A dat 3 bevat en een open interval
B dat 2 bevat zo dat er een unieke functie f: ACR —- BCR
bestaat waarvoor

o f(3)=2en
o f(x)?+2x f(x) =16 voor alle x € A ?
(b) Zo ja, is f afleidbaar?

(¢) Zo ja, wat is f'(3)?

Voorbeeld 2 n=m =1 (1 vgl., 1+ 1 veranderlijken)

Beschouw de vergelijking
x>+ y3 + zy = 11. (2)

(a) Kunnen we y zien als eenduidige functie van x in de buurt van
een gegeven punt (z*,y*), bv. (2,1), dat aan (2) voldoet, m.a.w.
bestaat er een open interval A dat 2 bevat en een open interval
B dat 1 bevat zo dat er een unieke functie f: ACR —- BCR
bestaat waarvoor

e f(2)=1en

o 23+ f(x)>+x f(x) =11 voorallex € A ?
(b) Zo ja, is f afleidbaar?
(¢) Zo ja, wat is f'(2)?
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Probleem, ; n=m=1 (1 vgl., 1 + 1 veranderlijken)

Zij F : R'™1 — R een functie en ¢ € R. Beschouw de vergelijking

F(z,y) =c. (3)

(a) Kunnen we y zien als eenduidige functie van x in de buurt van
een gegeven punt (z*,y*) dat aan (3) voldoet, m.a.w. bestaat er
een open interval A dat =* bevat en een open interval B dat y*
bevat zo dat er een unieke functie f : A C R — B C R bestaat
die voldoet aan f(x*) = y* en aan

F(z, f(x)) = ¢ voor alle x € A?

(b) Zo ja, is f afleidbaar?
(¢) Zo ja, wat is f/(z*)?
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Voorbeeld 3 m=1,n=2 (1 vgl., 2+ 1 veranderlijken)

Beschouw de vergelijking
roe¥ + x1y + sin(rxize) = 1. (4)

(a) Kunnen we y zien als eenduidige functie van (x1, x2) in de buurt
van een gegeven punt (z3,z3,y*), bv. (2,1,0), dat voldoet aan
(4), m.a.w. bestaat er een open A C R? die (2,1) bevat en

een open interval B dat 0 bevat zo dat er een unieke functie
f: A CR? — B C R bestaat waarvoor

e f(2,1)=0en

o 1oef@m2) 4 4o f(x1,x2) + sin(mxi22) = 1
voor alle (z1,25) € A ?

(b) Zo ja, is f partieel afleidbaar?
(¢) Zo ja, wat is D1 f(2,1) en Dy f(2,1)?

Probleem,; » m=1,n=2(1vgl, 2+ 1 veranderlijken)

Zij F : R?>T! — R een functie en ¢ € R. Beschouw de vergelijking

F(x1,22,y) = c. (5)

(a) Kunnen we y zien als eenduidige functie van (x1, x3) in de buurt
van een gegeven punt (z7,z3,y*) dat voldoet aan (5),
m.a.w. bestaat er een open A C R? die (z%,2%) bevat en een
open interval B dat y* bevat zo dat er een unieke functie f :
A C R? = B C R bestaat waarvoor

o f(z],25) =y" en

o F(x1,x9, f(x1,22)) = c voor alle (x1,22) € A7
(b) Zo ja, is f partieel afleidbaar?
(¢) Zo ja, wat is Dy f(x7,x5) en Dof(x7,23)?
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Voorbeeld 4 m=2,n=1 (2 vgl, 1+ 2 veranderlijken)

Beschouw volgend stelsel voor (y1,y2) met als parameter x:

$y1+y2_$2:27
Y1 —y2 —r =1

(6)

(a) Kunnen we (y1,ys2) zien als een eenduidige functie van x in de

buurt van een gegeven punt (z*,yf,v5), bv. (1,2,1), dat vol-
doet aan (6), m.a.w. bestaat er een open interval A dat 1 bevat

en een open B C R? dat (%, %) bevat zo dat er een unieke functie
f:ACR = BCR?: 2 f(z) = (filx), fo(2))

bestaat waarvoor
« f(1)=(3.3)
o (z, fi(x), fo(x)) voldoet aan (6) voor alle z € A?
(b) Zo ja, zijn f1 en fo afleidbaar?
(¢) Zo ja, bereken f{(1) en f5(1).
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Voorbeeld 5 m=2,n=1 (2 vgl, 1+ 2 veranderlijken)

Beschouw volgend stelsel voor (y1,y2) met als parameter x:

oyt T =2 (7)
(y1 +2/2)> + (1 —2/15)y2 —x = T7.

(a) Kunnen we (y1,ys2) zien als een eenduidige functie van x in de
buurt van een gegeven punt (z*, 3%, y3), bv. (0,4/3,2), dat vol-
doet aan (7), m.a.w. bestaat er een open interval A dat 0 bevat
en een open B C R? dat (\/g, 2) bevat zo dat er een unieke
functie

frACR = BCR?:z f(z) = (fi(2), fa())

bestaat waarvoor
o f(0)=(Vv3,2),
o (z, fi(x), f2(x)) voldoet aan (7) voor alle x € A7
(b) Zo ja, zijn f1 en fo afleidbaar?
(¢) Zo ja, bereken f1(0) en f5(0).
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Voorbeeld 6 m=2,n=1 (2 vgl, 1+ 2 veranderlijken)

Beschouw volgend stelsel voor (y1,y2) met als parameter x:

(y1 +2/2)> + (1 —2/15)y2 —x = T7.

(a) Kunnen we (y1,ys2) zien als een eenduidige functie van x in de
buurt van een gegeven punt (z*, 3%, y3), bv. (0,v6,1), dat vol-
doet aan (8), m.a.w. bestaat er een open interval A dat 0 bevat
en een open B C R? dat (\/6, 1) bevat zo dat er een unieke
functie

frACR = BCR?:z f(z) = (fi(2), fa())

bestaat waarvoor
o f(0)=(V6,1),
o (z, fi(x), f2(x)) voldoet aan (8) voor alle x € A7
(b) Zo ja, zijn f1 en fo afleidbaar?
(¢) Zo ja, bereken f1(0) en f5(0).
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Probleem, ; m=2,n=1 (2 vgl, 1+ 2 veranderlijken)

7ij F1, Fy : R1*2 — R functies en (cq, co) € R2.
Beschouw volgend stelsel voor (y1,y2) met als parameter x:

Fl(ajayl?yZ):Ch (9)
FQ(ajayl?yZ) = C2.

(a) Kunnen we (y1,ys2) zien als een eenduidige functie van x in de
buurt van een gegeven punt (z*,y7,y5), dat voldoet aan (9),
m.a.w. bestaat er een open interval A dat x* bevat en een open
B C R? dat (y},y3) bevat zo dat er een unieke functie

f:ACR—=SBCR?: 2z f(z) = (filx), fo(x))

bestaat waarvoor
o f(z%) = (vi,93),
o (z, fi(x), f2(x)) voldoet aan (9) voor alle x € A7
(b) Zo ja, zijn f1 en fo afleidbaar?
(¢) Zo ja, bereken fi(z*) en fi(x*).

JOHAN QUAEGEBEUR INTRO IMPLICIETE FUNCTIES &



Voorbereidingsopdrachten Les 14

e Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrach-
ten moeten gepost zijn voor woensdag eerstkomend om 21:00. Geef
al die posten als titel “Les 14 - ...” met een korte maar sprekende
titel op de plaats van de drie puntjes.

Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan
op die punten die door een significant aantal studenten worden
gesignaleerd op het forum.

¢ Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les! Hou
je niet om (al dan niet gedeeltelijke) oplossingen te posten op het forum.

Onderwerp:
Positief/negatief definiete matrices - vrije extrema

Opdrachten:
Voer volgende opdrachten uit in de aangegeven volgorde.

1. Lees de algemene probleemstelling (onderdeel 2.1.1 op p.583 - p.585) zodat je
weet waar het optimalisatie-verhaal naar toe gaat. Hier komen we zeker niet
op terug in de les tenzij daar zeer expliciet vraag naar is via het forum.

2. We pikken vandaag ‘de draad’” weer op van het zoeken van extrema van functies.
We bestudeerden dit reeds gedeeltelijk in semester 1. Ga na waar we destijds
‘de draad’ hebben neergelegd en waarom we de draad toen (tijdelijk) moesten
neerleggen. (zie 2.1.2)

3. Lees voorlopig nog niet verder dan p.586. Probeer eerst artisanaal (d.w.z.
zonder beroep te doen op methodes die je straks zal leren kennen bij het verdere
voorbereidingswerk, maar puur op basis van het creatieve en gezonde boeren-
verstand en/of wat we reeds zagen in semester 1) onderstaande oefeningetjes
te maken. De bedoeling is vooraf wat gevoel te krijgen over hoe moeilijk of
gemakkelijk het is om het teken van een kwadratische uitdrukking te bepalen.

Het is zeer belangrijk dat je het verband ziet tussen onderstaande oefeningetjes
en het probleem van het vinden van vrije extrema. Zie je het? Indien niet, dan
heb je wellicht niet genoeg geinvesteerd in opdracht [2l Herdoe dan opdracht
grondiger en zo lang tot je het verband wel ziet.

(a) Heeft 22 — 3y? voor alle z,y € R hetzelfde teken?
(b) Heeft —5x2 — 8y? voor alle z,y € R hetzelfde teken?
(c) Heeft (x — 3y)* + 2y? voor alle z,y € R hetzelfde teken?
(d) Heeft —3x2 — y? + 22y voor alle x,y € R hetzelfde teken?
(e) Heeft z* + 3y* + 8xy voor alle z,y € R hetzelfde teken?
(f)

)

)

(g
(h

Heeft 322 — y? + 522 voor alle z,y, 2 € R hetzelfde teken?
Heeft —3a? — 4y? — 722 voor alle x, v, z € R hetzelfde teken?
Heeft (22 —y — 32)? + (2y + 2)% + 322 voor alle z,y, z € R hetzelfde teken?
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(i) Heeft 422 + 5y* + 132% — 4wy — 1222 + 10yz voor alle z,y, z € R hetzelfde
teken?

(j) Heeft 2% —3y*+112% — 22y — 622 +2yz voor alle z, y, 2 € R hetzelfde teken?

(k) Heeft 422 + 5y* + 822 — dxy — 122z + 10yz voor alle z,y, z € R hetzelfde
teken?

. Bestudeer vervolgens zeer grondig delen 2.2 en 2.3 (p.586 - p.602). Zowel het
conceptuele (de eigenschappen en hun bewijzen) als het rekentechnische (het
kunnen toepassen van deze resultaten in concrete optimalisatieproblemen) zijn
hierbij belangrijk. Detecteer nauwkeurig de punten waar je moeilijkheden bij
ondervindt en waar je graag wat extra uitleg over wil in de les. Post dit op het
forum.



Voorbereidingsopdrachten Les 15

e Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrach-
ten moeten gepost zijn voor MAANdag 16/04 om 18:00. Geef al
die posten als titel “Les 15 - ...” met een korte maar sprekende
titel op de plaats van de drie puntjes.

Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan
op die punten die door een significant aantal studenten worden
gesignaleerd op het forum.

¢ Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les! Hou
je niet om (al dan niet gedeeltelijke) oplossingen te posten op het forum.

Onderwerp:
Gebonden extrema: nodige voorwaarden in het geval van 1 randvoorwaarde

Opdrachten:
Voer volgende opdrachten uit in de aangegeven volgorde.

1. Begin met IV.2.4.1 en IV.2.4.2 (p.603 tot halverwege p.606) te bestuderen.

2. Maak na de studie in ([1)) meteen (vooraleer verder te lezen in de cursus) on-
derstaande De bedoeling is dat je die oefening doet zonder gebruik te maken
van de methode van Lagrange die verder in de cursus wordt uitgelegd. Gebruik
maken van Lagrange zou hier neerkomen op het paard achter de wagen span-
nen. Want de inzichten die je via deze oefening krijgt, liggen juist aan de basis
van de Lagrangemethode. Post jullie bevindingen op het forum en wissel daar
naar hartelust van gedachten.

Toon aan dat de functie f : R?> = R : (x,y) — 2* — x + y onder de randvoor-
waarde dat
2@ | 19 4 4y — 5

een lokaal gebonden maximum bereikt in het punt (2, 1).

Merk op dat dit niet zonder meer kan aangepakt worden via de expliciete sub-
stitutiemethode die werkte in de eenvoudige voorbeelden die beschreven staan in
1V.2.4.1 en IV.2.4.2. De randvoorwaarde laat immers niet toe om y expliciet
uit te rekenen in functie van x (of vice versa). We zullen hier echter handig
gebruik kunnen maken van de impliciete functiestelling.

Om het gevraagde aan te tonen ga je als volgt te werk.

(a) Argumenteer nauwkeurig op basis van de impliciete functiestelling dat er
een open interval I rond 2 en een open interval J rond 1 bestaat waarvoor
er een unieke functie h : I — J bestaat die voldoet aan h(2) =1 en

26(1‘—2) + 6(1_’1(477)) + xh(l‘) — 5 VvOOor aﬂe T € _[



(b) Herleid dan het oorspronkelijke gebonden optimalisatieprobleem lokaal (d.w.z.
in de omgeving van (2, 1)) tot een vrij optimalisatieprobleem voor een func-
tie F' van één veranderlijke door de randvoorwaarde via de impliciet gede-
finieerde functie h te substitueren in de doelfunctie.

(c) Toon met de gekende standaardtechnieken aan dat F' een lokaal maximum
bereikt in 2.

(d) Leg uit waarom hiermee het oorspronkelijke “te bewijzen” ook effectief be-
wezen is.

. Bestudeer grondig 2.4.3.1 (het idee van Lagrange) en daarna 2.4.3.2 (stelling
van Lagrange).

(a) Besteed ruim aandacht aan de belangrijke denkoefening beschreven op p.608-
609. Die denkoefening sluit af met “formuleer je conclusie”. Post je con-
clusie op het forum en help zo elkaar het verband tussen de denkoefening
en stelling 2.4.3.2 in te zien.

(b) Indien de voorbereidingsopdracht niet meteen helemaal lukte, moet je
zeker na het bestuderen van het bewijs van stelling 2.4.3.2 meteen (dus
zonder verder te lezen dan het bewijs) opnieuw proberen.

(c¢) Bespreek de rol van de voorwaarde dat Vg(z*, y*) # 0 in stelling 2.4.3.2.

. Bestudeer tenslotte grondig 2.4.3.3 tot en met 2.4.3.6 (zeer belangrijk!!). Sig-
naleer de punten waar je het moeilijk mee hebt op het forum.



Voorbereidingsopdrachten Les 16

Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrach-
ten moeten gepost zijn voor woensdag 18 /04 om 21:00. Geef al die
posten als titel “Les 16 - ...” met een korte maar sprekende titel
op de plaats van de drie puntjes.

Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan
op die punten die door een significant aantal studenten worden
gesignaleerd op het forum.

Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les! Hou
je niet om (al dan niet gedeeltelijke) oplossingen te posten op het forum.

Onderwerp:
Gebonden extrema: nodige voorwaarden in het geval van meerdere randvoor-
waarde + voldoende voorwaarden

Opdrachten:

Voer volgende opdrachten uit in de aangegeven volgorde.

1. Maak eerst onbevangen volgende oefening.

(a)
(b)

Argumenteer dat f : R? — R : (2,9, 2) — 22+ y? — 22 weliswaar (0,0,0) als
kritiek punt heeft maar in (0,0,0) niettemin geen vrij extremum bereikt.

Onderzoek of f een gebonden lokaal extremum bereikt in (0,0,0) als on-
derstaande randvoorwaarden op (z,y, z) opgelegd worden:

20+ e+ cos(zx+y+2)=2
sin(z — ) 4+ cosy = 1.

Ga hierbij als volgt te werk:

(i) Argumenteer nauwkeurig op basis van de impliciete functiestelling dat
in de omgeving van (0, 0, 0) de variabelen y en z kunnen opgevat worden
als functies van x.

(ii) Herleid dan het gevraagde onderzoek (lokaal) tot een vrij optimalisatie-
onderzoek voor een functie van één veranderlijke (wat een type pro-
bleem is dat je al kent vanuit je middelbare schooltijd). Wat is je
conclusie? Post je bevindingen (en/of problemen) op het forum.

2. Bestudeer vervolgens grondig 2.4.3.7 tot 2.4.3.10 en 2.4.4 (p.619 - p.632). Sig-
naleer eventuele moeilijkheden op het forum. Een paar bijzondere aandachts-
punten:

(a)
(b)

Bespreek de rol van de voorwaarde dat Vg, (x*), Vga(z*), ..., Vgm(z*) een
vrij stel vectoren in R™ vormen in Stelling 2.4.3.7.

Zorg ervoor dat je zelf het bewijs van de economische betekenis van de
Lagrangemultiplicatoren in het geval van meerdere randvoorwaarden (zie
2.4.3.10) kan geven. Laat je hierbij inspireren door de manier waarop dit
gebeurde in 2.4.3.6 voor het geval van één randvoorwaarde. Post je voor-
stellen /problemen terzake op het forum. Breng je resultaten mee naar de
les.



(c) Zie je verbanden tussen de voorbereidingsopdracht (2) van vorige les en
voorbereidingsopdracht van deze les enerzijds met iets tussen p.619 en
p.632 anderzijds? Waar precies vind je die verbanden?



Voorbereidingsopdrachten Les 17

e Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrach-
ten moeten gepost zijn voor MAANdag eerstkomend om 22:00.
Geef al die posten als titel “Les 17 - ...” met een korte maar
sprekende titel op de plaats van de drie puntjes.

Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan
op die punten die door een significant aantal studenten worden
gesignaleerd op het forum.

¢ Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les! Hou
je niet om (al dan niet gedeeltelijke) oplossingen te posten op het forum.

Onderwerp:
Integratie: definitie, eigenschappen, hoofdstelling

Situering:
Zoals met ongeveer alle begrippen uit de wiskunde zijn er ook aan “integralen”
meerdere aspecten verbonden:

(A) Eris het conceptuele aspect: wat is een integraal, wat soort grootheden bereken
je via een integraal, wat is de precieze definitie?

(B) Dan komt de fase waarin dat je de eigenschappen van het nieuwe begrip gaat
onderzoeken.

(C) En uiteraard is er ook het rekentechnische aspect: hoe bereken je integralen?
Hoe kan je daarbij gebruik maken van (B)?

De thema’s voor de les van vandaag zijn (A) en (B) (voorlopig beperkt tot het
geval van functies van één veranderlijke). Volgende les zal gaan over (C) (even-
eens beperkt tot één veranderlijke). De lessen daarop gaan we het integraalbegrip
uitbreiden (onder meer tot functies van twee veranderlijken) en gaan we ook nu-
merieke rekenaspecten bekijken.

Opdrachten:
Voer volgende opdrachten uit in de aangegeven volgorde.

1. (a) Begin meteen met de eerste halve pagina van 1V.3.7.3.2 (bovenste helft
van p.693). Daar staat ongeveer in het midden van de bladzijde dat het
totaal bedrag dat de consument bereid is te spenderen om ¢y eenheden van
een product te kopen gegeven is door de oppervlakte van het gearceerde
gebied in de grafiek die net boven die uitspraak staat. Negeer voorlopig het
formuletje met de integraal. Leg nauwkeurig uit waarom die economische
grootheid (dus dat bedrag) effectief gegeven wordt door de oppervlakte
van het beschreven gebied. Uiteraard zijn gezagsargumenten in de trant
van “onze prof economie heeft ons dat zo gezegd” hier waardeloos. De
bedoeling is dat je aan jezelf en anderen op heldere en waterdichte wijze
kan uitleggen WAAROM “de prof economie” gelijk heeft. Post je uitleg op
het forum en ga hierover met elkaar in discussie.



(b)

Een bepaalde regio is vervuild geraakt door een bepaald polluent. Het pol-
luent is niet uniform verdeeld; op sommige plaatsen is er meer op sommige
plaatsen is er minder aanwezig. Hoe de dichtheid van het polluent afthangt
van de plaats kunnen we beschrijven met een functie

p:R* =R (2,y) = p(z,y)

waarbij p(x,y) = dichtheid van het polluent, uitgedrukt in ug per m?,
op plaats (z,y) waarbij (z,y) de (west-oost,zuid-noord)-positie voorstelt
uitgedrukt in meter t.o.v. een vast gekozen referentiepunt. Veronderstel
dat je de functie p kent bijvoorbeeld via haar grafiek. Hoe kan je aan de
hand van die grafiek ‘aflezen’ wat de totale hoeveelheid van het polluent
is (uitgedrukt in ug) dat verspreid ligt over een gegeven domein D C R2.
Post je suggesties op het forum en ga hierover met elkaar in discussie.

2. Doe vervolgens (dus NA opdracht (1)) een grondige studie van IV.3.1 (p.636-
p.643). Detecteer en signaleer ..., zoals gebruikelijk.

(a)

(b)

Verzin zelf nog minstens twee andere contexten dan deze die beschreven
worden in 3.1.1 of vermeld werden tijdens de preview waarbij de gevraagde
grootheid kan afgelezen worden als “de oppervlakte onder de grafiek van
een functie”. Post jullie originele contexten op het forum.

Teaser: kan je een voorbeeld geven van een begrensde functie op [0, 1] die
niet (Riemann-)integreerbaar is?

3. Bestudeer grondig IV.3.2 (p.645 - p.651). Detecteer en signaleer . ..

(a)

Ga zeker in op de uitnodiging na Stelling 3.2.2 en Propositie 3.2.3 en maak
deze resultaten plausibel in de drie contexten van 3.1.1 en de contexten die
je er in opdracht (2) zelf nog bij hebt verzonnen. Dan pas kan zeggen dat
je echt ‘begrepen’ hebt wat 3.2.2 en 3.2.3 beweren. Post jullie pogingen op
het forum en ga hierover met elkaar in discussie.

Leg ook uit waarom de uitdrukking onderaan p.647 inderdaad kan opgevat
worden als het gemiddelde van een functie over een interval. Post je uitleg
op het forum.

De formulering van Stelling 3.2.5 ziet er misschien wat ingewikkeld uit.
Verduidelijk /visualiseer die stelling door er een tekening bij te maken. Het
bewijs van deze Stelling wordt niet gegeven (ook al is dat bewijs niet zo
moeilijk), maar als je de tekening hebt gemaakt, zal je inzien dat de stelling
allerminst verrassend is. Post tekeningen op het forum.



Voorbereidingsopdrachten Les 18

e Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrach-
ten moeten gepost zijn voor woensdag eerstkomend om 21:00. Geef
al die posten als titel “Les 18 - ...” met een korte maar sprekende
titel op de plaats van de drie puntjes.

Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan
op die punten die door een significant aantal studenten worden
gesignaleerd op het forum.

¢ Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les! Hou
je niet om (al dan niet gedeeltelijke) oplossingen te posten op het forum.

Onderwerp:

Integralen: berekenen van primitieven

Opdrachten:

Het hoofdthema gaat vandaag over rekentechnieken. Deze les zal daarom de facto
eerder een (degelijk voorbereide!!!) oefensessie zijn.

1.

Bestudeer 1V.3.4 (p.653 - p.663). “Bestudeer” is hier eigenlijk een oversta-
tement. “Fris op” is beter op zijn plaats, want dit is voor een groot deel
humaniora-leerstof. Zorg ervoor dat je de verschillende berekeningsmethodes
begrijpt (signaleer eventuele problemen hiermee op het forum) en de voorbeel-
den die er bij horen kan maken.

Test of je de rekentechnieken effectief beheerst door van opdrachtenreeks 3.4.4
(p.663-664) van oefeningen 1 tot en met 4 telkens opgave (1) en (2) te maken.
Wissel resultaten uit via het forum. Wellicht konden vele van jullie dit soort
oefeningen al zeer vlot maken op het einde van de humaniora.

Een interessante oefening is ook oefening 7 van opdrachtenreeks 3.3.6 (op p.653).
Maak die oefening en post jullie voorstellen op het forum. Deze oefening heeft
wel niets met het berekenen van primitieven te maken. Welk soort oefening denk
je dat het belangrijkste is? Deze laatste of die over het expliciet berekenen van
primitieven? Motiveer je uitspraak!



Voorbereidingsopdrachten Les 19

e Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrach-
ten moeten gepost zijn voor MAANdag eerstkomend om 22:00.
Geef al die posten als titel “Les 19 - ...” met een korte maar
sprekende titel op de plaats van de drie puntjes.

Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan
op die punten die door een significant aantal studenten worden
gesignaleerd op het forum.

¢ Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les! Hou
je niet om (al dan niet gedeeltelijke) oplossingen te posten op het forum.

Onderwerp:
Numerieke integratiemethoden. Toepassingen integralen

Opdrachten:

1. Fris je kennis van Taylorreeksen op. Je zou bijvoorbeeld in staat moeten zijn
om zelf snel (binnen de minuut) de Taylorreeksontwikkeling van de functie

2(1 — cos )
fR>R:z~ x? als 70
1 als x =0

rond 0 te vinden vertrekkende van de gekende Taylorreeksontwikkeling van cos
rond 0:

n

D"
COS%—; (2n>‘l‘ .

2. Doe een grondige studie van p.666-p.675 + p.682-p.687 + p.692-p.698. Detec-
teer en signaleer ...
Een paar testvraagjes om te zien of je voldoende inzicht hebt verworven.

(a) Twee studenten noteren tijdens de les de formulering van Stelling 3.5.3.3.
Allebei maken ze daarbij een schrijffout bij formule (3.13). De eerste schrijft
hiervoor

— b J—
w;ﬁ < / flx)de — T, < W}ﬂ

en de tweede

Mg(b — a)

——hZS/bf(a:)d:E—TnS _M

8

h2
3 .

Van één van beide versies kan je meteeg? zien dat ze fout is. Dewelke?
Argumenteer! Post jullie bevindingen op he forum.

1d.w.z. zonder het bewijs erbij te halen en uit te pluizen maar door gewoon eventjes na te
denken over de meetkundige betekenis van de tweede orde afgeleide.



(b) Je zal ondertussen al wel begrepen hebben wat het enige is dat écht be-
langrijk is bij het opstellen van een “formule” voor een of andere grootheid
(zoals bijvoorbeeld het volume van een omwentelingslichaam of de lengte
van een kromme). Zeker niet het tot in den treure, verstand op nul, inplug-
gen van concrete gegevens in dat formuletje. Wel de redenering waarmee
de formule vanaf ‘first pinciples’ werd afgeleid! Volgend ‘historisch’ vraag-
stukje zou bijvoorbeeld moeten lukken na het bestuderen van p.682-p.687.

We verplaatsen ons even terug in de tijd naar de periode van de farao’s in
Egypte. In die dagen werden de mensen met enig aanzien begraven in een
piramide (in het beste geval nd hun dood). Die piramides hadden steeds
dezelfde strakke vorm: de basis was een vierkant met zijde b, de doorsnede
van de piramide met een horizontaal vlak op hoogte x was voor elke x een
vierkant waarvan de zijde volgens een eerstegraadsfunctie afnam vanaf de
basislengte b (bij x = 0) tot aan nul (bij x = h waarbij h de hoogte is van
de piramide).

Gaudiops, een creatieve en bij wijlen wat surrealistische begrafenisonder-
nemer uit die periode, wou die strakheid wat doorbreken. Hij bedacht
meer frivole vormen. In zijn modellen van ‘piramides’ waren de doorsnedes
met horizontale vlakken op hoogte x nog altijd vierkanten maar de manier
waarop de lengte van de zijde van dat vierkant athing van x, werd niet
langer meer vastgelegd door een saaie eerstegraadsfunctie. Cosinops, één
van de bastaardneven van de grote Cheops, had al interesse laten blijken
voor een piramide waarbij de lengte van de zijde z(x) van het vierkant op
hoogte x gegeven werd door b(1 4 cos(mx/h))/2 waarbij h de hoogte is van
het monument, b de lengte van de zijde van het grondvierkant en 7 het
getal waarmee de ‘oude’ Grieken in die dagen (toen ze eigenlijk nog jong
waren) furore hadden gemaakt. Maak een schets die duidelijk maakt welke
de vorm is van de piramide die Cosinops voor ogen had.

Met zijn ondernemingszin zag Gaudiops hier meteen een opportuniteit in:
hij profileerde zich als piramidenbouwer voor mensen die graag een persoon-
lijk uniek model van piramide wilden. Als klant kon je inspiratie putten
uit een luxueuze folder in hoogglans papyrus waarin verschillende moge-
lijke functies z : [0,h] — R : 2 +— z(z) opgegeven waren die beschreven
hoe de lengte van de zijde z(z) van het vierkant afhangt van de hoogte x
waarop men de piramide (loodrecht op zijn symmetrieas) doorsnijdt. Maar
de unique selling proposition was natuurlijk dat je als klant zelf je eigen
profielfunctie z kon voorstellen. Niettegenstaande dit sterke idee, is het
bedrijf van Gaudiops niet lang overeind gebleven. Probleem was dat Gau-
diops bij belangrijke openbare aanbestedingen meestal het onderspit moest
delven omdat hij niet in staat was om in het lastenboek een nauwkeurige
berekening te maken van het volume van de piramide met een gegeven pro-
fielfunctie z. Daardoor was het niet mogelijk een nauwkeurige schatting te
maken van de hoeveelheid stenen en slaven die nodig zouden zijn voor de
constructie.

Had jij Gaudiops kunnen helpen? M.a.w. kan jij een formule opstellen
om het volume van een ‘piramide’ met een willekeurige profielfunctie z te
berekenen? Ga er van uit dat Gaudiops niet alleen de formule op zich wil



kennen maar vooral wil weten hoe zo’'n formule opgesteld wordt. Want met
dat inzicht zal hij dan wellicht in staat zijn om zelf voor andere fantasierijke
types ‘piramides’ die hij nog kan verzinnen, een formule voor het volume
te vinden. Je zal dus vooral moeten uitleggen waarom de formule die je
opstelt, klopt. Als toemaatje kan je dan nog je formule gebruiken een het
volume te berekenen van de piramide die Cosinops op het oog heeft.

Wissel ideeén uit op het forum.



Voorbereidingsopdrachten Les 20

e Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrach-
ten moeten gepost zijn voor woensdag eerstkomend om 21:00. Geef
al die posten als titel “Les 20 - ...” met een korte maar sprekende
titel op de plaats van de drie puntjes.

Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan
op die punten die door een significant aantal studenten worden
gesignaleerd op het forum.

¢ Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les! Hou
je niet om (al dan niet gedeeltelijke) oplossingen te posten op het forum.

Onderwerp:
Oneigenlijke integralen. Dubbele integratie

Opdrachten: Maak onderstaande opdrachten in de aangegeven volgorde.

1. Leg nauwkeurig uit waarom men

1 1 —+o0
—dxr en / e rdx
| |

NIET kan definiéren als ‘gewone’ Riemann-integraal (dus via onder- en boven-
sommen zoals in Definitie 3.1.2.4).

2. Bestudeer grondig IV.3.6 (p.676 - p.681). Detecteer en signaleer . ..
Een kleine testoefening: voor welke waarden van p € R™ convergeert de inte-

graal
+oo
/ S
o 1+ar

We gebruiken hierbij ‘convergeren’ in de betekenis die midden op p.678 wordt
uitgelegd .

3. Bestudeer IV.3.8.1 en 1V.3.8.2 (p.701-p.705). Detecteer en signaleer ...

4. Ga na, door expliciete berekeningen uit te voeren, wat het antwoord is op de
vragen (1), (2), (3), (17), (2") en (3’) op p.706 voor de functie

f[=1,1] x[0,2] = R: (z,y) — 122%y + 4.

Post je bevindingen op het forum en breng je berekeningen mee naar de les.
Kan je op intuitieve basis verklaren wat je in de context van dit voorbeeld
vaststelt als je f_ll o(z) dr vergelijkt met f02 U(y) dy?



5. Bestudeer grondig het resterende deel van integratie van functies van twee ver-
anderlijken (t.e.m p.711). Detecteer en signaleer ...

(a) Maak ‘onderweg’, na het lezen van definitie 3.8.3.2, volgende oefeningetjes:
(i) Teken de verzameling D = {(z,y) e R* | 0 <2 <2, —x <y < z?}.
Is D z-regulier? Is D y-regulier?
(ii) Zij M de (onregelmatige) vijfhoek in R? die je verkrijgt door lijnstukken
te tekenen die achtereenvolgens volgende punten met elkaar verbinden:
(0,0), (0,2), (1,1), (2,2) , (2,0) en terug naar (0,0). Teken M. Is M
x-regulier? Is M y-regulier?

(b) Maak als afsluiter volgende oefening:
Beschouw de functie f : R? = R : (z,y) — 122%y+4x. Bereken de integraal
van f over D en de integraal van f over M waarbij D en M de gebieden
zijn die hierboven werden beschreven. Wissel voorstellen uit via het forum
en breng je oplossing mee naar de les.



Voorbereidingsopdrachten Les 21

e Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrach-
ten moeten gepost zijn voor maandag eerstkomend om 22:00. Geef
al die posten als titel “Les 21 - ...” met een korte maar sprekende
titel op de plaats van de drie puntjes.

Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan
op die punten die door een significant aantal studenten worden
gesignaleerd op het forum.

¢ Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les! Hou
je niet om (al dan niet gedeeltelijke) oplossingen te posten op het forum.

Onderwerp:

Differentiaalvergelijkingen 1: modelleren met differentiaalvergelijkingen + eerste

orde, eerste graad (kwalitatieve aspecten)

Opdrachten:

Maak onderstaande opdrachten in de aangegeven volgorde.

1.

Doe een grondige studie van IV.§4 van 4.1 tot en met 4.2.2.5 (p.713 - 726).
Detecteer punten waar je problemen mee hebt en signaleer ze op het forum.

. Waar ergens tussen p.713 en p.726 zie je een link met ‘determinisme’?

Maak oefening 1 van reeks 4.1.4 (p.721). Hoe zou je het beginvoorwaarden-
probleem waarmee je in deze oefening de evolutie van het marktaandeel hebt
gemodelleerd, aanpassen/verfijnen om te modelleren dat de klanten niet ‘zo-
maar’ van de concurrentie overlopen naar het bedrijf in kwestie maar dat enkel
doen op basis van mond-tot-mondreclame?

Wissel van gedachten op het forum.

Maak oefening 4 van reeks 4.1.4 (p.722).

Maak oefeningen 4 en 5 van reeks 4.2.7 (p. 747). Wissel van gedachten op het
forum.



Voorbereidingsopdrachten Les 22

e Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrach-
ten moeten gepost zijn voor MAANDAG eerstkomend om 22:00.
Geef al die posten als titel “Les 22 - ...” met een korte maar
sprekende titel op de plaats van de drie puntjes.

Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan
op die punten die door een significant aantal studenten worden
gesignaleerd op het forum.

¢ Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les! Hou
je niet om (al dan niet gedeeltelijke) oplossingen te posten op het forum.

Onderwerp:
Differentiaalvergelijkingen 2: oplosmethoden voor vgln van eerste orde en eerste
graad

Opdrachten:
Maak onderstaande opdrachten in de aangegeven volgorde.

1. Doe een grondige studie van 1V.4.2.3 tot en met 1V.4.2.6.3 (p.727-746). De-
tecteer punten waar je het eventueel moeilijk mee hebt en signaleer ze op het
forum.

2. In een open vat met een capaciteit van 1000 liter bevindt zich 400 liter zuiver
water. Op een bepaald moment laat men bovenaan water instromen waarin zout
opgelost is. Het debiet van de instroom is 10 liter per seconde; de concentratie
van het zout in de instromende vloeistof is 0.1 kilogram per liter. Op hetzelfde
moment open men onderaan het vat een kraan waardoor er vloeistof uit het vat
wegstroomt aan een constant debiet van 5 liter per seconde. We nemen aan dat
er voortdurend in het vat geroerd wordt zodat we kunnen aannemen dat het
zout op elk moment homogeen over de vloeistof in het vat verdeeld is. Hoeveel
zout zal er in het vat aanwezig zijn op het moment dat het vat vol is? Maak een
verzorgde redenering! Wissel van gedachten op het forum. Breng je antwoord
mee naar de les.



Voorbereidingsopdrachten Les 23

e Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrach-
ten moeten gepost zijn voor woensdag eerstkomend om 21:00. Geef
al die posten als titel “Les 23 - ...” met een korte maar sprekende
titel op de plaats van de drie puntjes.

Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan
op die punten die door een significant aantal studenten worden
gesignaleerd op het forum.

¢ Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les! Hou
je niet om (al dan niet gedeeltelijke) oplossingen te posten op het forum.

Onderwerp:
Differentiaalvergelijkingen 3: Lineaire differentiaalvergelijkingen van 2de orde

Opdrachten: Maak onderstaande opdrachten in de aangegeven volgorde.

1. Fris nog even op wat we gezien hebben over lineaire differentievergelijkingen, zo-
wel de algemene structuur van de oplossingsruimte (homogeen en niet-homogeen
geval) als de methodes waarmee in het geval van constante coéfficiénten en ‘spe-
ciaal’ rechterlid oplossingen gevonden worden.

2. Bestudeer dan grondig IV.4.3 (p.752-772). Detecteer punten waar je het even-
tueel moeilijk mee hebt en signaleer ze op het forum.

3. De oplostechnieken voor lineaire differentiaalvergelijkingen en de inzichten waar-
op ze gebaseerd zijn, zijn zeer analoog met wat we reeds vroeger zagen voor
lineaire differentievergelijkingen. We gaan daarom niet veel tijd meer voor-
zien in de werkcolleges om die technieken in te oefenen. Interpreteer dit zeker
niet alsof het kunnen oplossen van dergelijke differentiaalvergelijkingen min-
der belangrijk zou zijn! Integendeel, we gaan er gewoon van uit dat dergelijke
technieken ondertussen zodanig eenvoudig en vanzelfsprekend geworden zijn,
dat je die zelfstandig kan inoefenen op basis van je inzicht in de theorie en de
uitgewerkte voorbeelden in de cursus. Om aan de lijve te ondervinden of je
de technieken voldoende inzichtelijk beheerst maak je volgende oefeningen van
reeks IV.4.3.7 (p. 772-774): 1(b), 1(f), 2(a), 3, 5 en 11. Wissel ideeén uit via
het forum.



Voorbereidingsopdrachten Les 24

e Alle forumposten met betrekking tot deze voorbereidingsopdrach-
ten moeten gepost zijn voor MAANdag eerstkomend om 22:00.
Geef al die posten als titel “Les 24 - ...” met een korte maar
sprekende titel op de plaats van de drie puntjes.

Denk eraan dat in het hoorcollege enkel klassikaal wordt ingegaan
op die punten die door een significant aantal studenten worden
gesignaleerd op het forum.

¢ Breng het resultaat van je voorbereidingswerk mee naar de les! Hou
je niet om (al dan niet gedeeltelijke) oplossingen te posten op het forum.

Onderwerp:
Differentiaalvergelijkingen 4: numerieke methoden

Opdrachten: Maak onderstaande opdrachten in de aangegeven volgorde.

1. Bestudeer grondig IV.4.4 (p.774-786) in de cursusnota’s. Detecteer punten waar
je het eventueel moeilijk mee hebt en signaleer ze op het forum.

2. Maak oefening 1 uit reeks 4.4.5. In het bijzonder de denkoefening in c) is zeer
belangrijk. Wissel hierover van gedachten op het forum.

3. Als je nog vragen hebt over andere stukken leerstof, dan kan je die kwijt op

het discussieforum “a la carte” (onafhankelijk van het hoofdstukje waarin ze
inhoudelijk zouden passen). Meer nog dan anders is het belangrijk dat je een
sprekende titel geeft voor je post.
Afhankelijk van de tijd die we nodig hebben om jullie vragen rond (1) en (2)
(dus over de numerieke methoden) te behandelen, zullen we op eventueel al
op een aantal van deze vragen kunnen ingaan. We doen dat dan klassikaal
voor vragen die voldoende veel posten hebben. De ‘kleine’ vragen (met weinig
posten) behandelen we na afloop van het plenaire gedeelte face to face of en
petit comité. De ‘populaire’ vragen die nog niet in deze les aan bod kunnen
komen zullen we behandelen in de laatste les op donderdag 24 mei.
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