M10 - Limieten van rijen

Inleiding

We willen het asymptotisch gedrag of het limietgedrag van een rij (x,,), e y beschrijven,
d.w.z. we willen beschrijven hoe x, zich gedraagt als n ‘zeer groot’ wordt.

Het asymptotisch gedrag (of “lange termijngedrag”) van een rij kan zeer
uiteenlopend zijn:

(a) De termen z,, kunnen “streven naar” een bepaalde waarde a € R. (zie
voorbeelden 1.1.1 en 1.1.2)

(b) De termen =z, kunnen naar “plus of min oneindig gaan”. (zie voor-

beelden 1.1.3 en 1.1.4)

(c) De termen z,, kunnen schommelen (zie voorbeeld 1.1.5 of zelfs een grillig
gedrag vertonen waardoor de rij “geen limiet” zal hebben.




Rijen met een EINDIGE limiet

1.2.2 Definitie
We zeggen dat een rij (z,)nen In R convergeert naar een a € R
of, in symbolen. als en slechts als

Ve >0, Ing eN, VneN: n>ng= |o, —al <e.

- We noemen a de limiet van de rij (x,)nen

- Keuze van ny is afthankelijk van de keuze van ¢
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Vanaf hier liggen alle termen bin-
nen de e-strook rond a.
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Rijen met een ONEINDIGE limiet

1.3.2 Definitie

We zeggen dat een rij (i )peny in R naar plus oneindig gaat

of, in symbolen, als en slechts als

VM eR, 3ngeN, VneN: n>ng =z, > M.

- We noemen plus oneindig de limiet van de rij (x;)nen

- Keuze van ny is athankelijk van de keuze van M

>

Vanaf hier liggen alle termen
boven de horizontale lLijn op
hoogte M.




Basiseigenschappen van limieten

1.5.1 Propositie

Als een 115 een limiet heeft, dan is die limzet uniek.

1.5.3 Propositie

Voor elk reéel getal w € R bestaat er een rij (qn)nen in Q die convergeert
naar .

1.5.2 Propositie

FEen convergente rij (wn)nen (dus een 1 met een eindige limiet) is be-
grensd, d.w.z. er bestaan een m,M € R zo dat m < &, < M wvoor alle

n € N.

Omgekeerde is niet noodzakelijkerwijs waar!!



Stijgende en dalende rijen

2.1.1 Definitie

We noemen een rij (&, )nen
e stijgend als i1 >y, voor alle n € N.
e strikt stijgend als xp+1 > 2y voor alle n € N,
e dalend als xp41 < 2y, voor alle n € N.

e strikt dalend als &+ < &, voor alle n € N.

Elke stijgende rij (x,,), c y heeft een limiet; bovendien is deze ...
- ..eindig a.s.a. deze rij naar boven begrensd is

- ..oneindig a.s.a. deze rij niet naar boven begrensd is

Elke dalende rij (x,), < v heeft een limiet; bovendien is deze ...
- ..eindig a.s.a. deze rij naar onder begrensd is

- ..oneindig a.s.a. deze rij niet naar onder begrensd is



Limieten tussen rijen onderling

2.2.1 Propositie

Beschouw twee rijen (n)nen en (Yn)nen. Veronderstel dat beide rijen
een limiet hebben en dat x, < y, voor alle n € N. Dan zal

Im 2, < hm oy,
n—oo n—oo

“Nemen van de limiet bewaart de orde tussen rijen”

2.2.2 Insluitingsstelling

Beschouw drie rijen, (tn)nen, (Yn)nen €n (zn)nen. Veronderstel dat er
een k € N bestaat zo dat

T S Uy £ 2z woorallen = k.
Veronderstel bovendien dat (xn)nen en (zn)nen een limiet hebben en dat
beide limieten gelijk zign. Dan heeft ook de “maiddelste” rij, (yn)nen, een

limiet en bovendien is

him o, = him y,= lim 2,
n— oo n—oo n— oo

Insluitingsstelling voornamelijk gebruiken bij alternerende rijen!!
Insluitingsstelling = Sandwich stelling = Sandwicht theorema



Rekenregels van rijen

Beschouw twee rijen (p)pen € (Yn)nen. Bij wijze van voorbeeld kunnen we
denken aan

Tn =2n+1, dusderij: (1,3,5,7,9,11,13,...)

en
yn = 3(n+1), dus derij: (3,6,9,12,15,18,21,...)

® We definiéren de som van («p)neN € (yn)nen als de rij met termen (&, +
yn). In het voorbeeld is de somrij

In+yn=2n+1+3(n+1),
dus de rij: (14+3,3+6,54+9,74+12,9+ 15,114+ 18,13+ 21,...)

® We definiéren het verschil van (i, )nen en (yn)nen als de rij met termen
(n, — yn)- In het voorbeeld is de verschilrij

Ip—Yn=2n+1-3n+1),
dus de rij: (1-3,3—-6,5—-9,7—12,9—-15,11-18,13 —-21,...)

e We definiéren het product van (uy)nen en (yn)nen als de rij met termen
(' yn). In het voorbeeld is de productrij

Inyn = 2n+1)3(n+1),
dusder): (1 X3,3X6,6%X9,7%12,9%X15,11.%18,13x%21....)

e We definiéren het quotiént van (y)nen €0 (yYn)nen als de rij met termen
(xn/yn). In het voorbeeld is de quotiéntrij
Tp  2n+1

yn  3(n+1)

ok 38 T 9 11 13
dus de rij: (—————r——)




e Tenslotte definiéren we het product van een rij (up)neny met een reéel
getal A € R als de rij met termen (Ax,). In het voorbeeld en voor A = 5
vinden we zo de rij

S5an =512n+1),

dus de rij: (5x1,5%x3,5%x5,5%x7,5%x9,5%x11,5%13,...)



Rekenregels van limieten van rijen

3.3.5 Stelling

Beschouw twee rijen (rn)nen en (yYn)nen en een reéel getal A € R. Veron-
derstel dat beide rijen een limiet hebben. Dan gelden volgende witspraken
tenminste als het rechterlid in de bijbehorende rekenregel “gedecodeerd”™
kan worden met de “codes”™ vermeld in Stelling 3.3.4 (d.w.z. als het geen
onbepaalde vorm is):

(1) De rij (Axn)nen heeft een limiet en lim (Axn) = A lim xy.

n—oo n—oo

(2) De rij (xy, + Yn)nen heeft een limiet en

lim (zp, +yn) = lim z, + lim y,.
n—oo n—oo n—oo

(3) De 1ij (xn — Yn)neN heeft een limiet en

lim (& —yn) = lim z, — lim y,.
n—oo n—oo n—oo

(4) De 11 (xpn Yn)nen heeft een limiet en

i (zhys) = lm z; X Lim g,
n—oo n— oo n—oo

(5) Als y, # 0 voor alle n € N (behalve eventueel een eindig aantal) en
als lim yn, # 0 dan heeft de rij (xn/yn)nen en limiet en
n—oo

_ L. @

. Ln n—oc
lim — = —/——.
n—oo UYp lim y,

n—oo




OPGELET 1: ONBEPAALDE VORMEN VOOR RHUEN:

Onbepaalde vormen

Voor de som: (+o00)+ (—o0), (—00)+ (+00).

Voor het verschil:

Voor het product:

Voor het quotiént:

(+00) = (400), (—00) — (—00).

0 X (+00), (4+o00)x0,
0x (—o0), (—o0)xO0.

—+00 +o0 —00 —00

+00 —00 400 —00




OPGELET 2: LIMIET VAN DE NOEMER VAN DE QUOTIENTRU IS WEL NUL

3.4.1 Propositie

Beschouw twee rijen (xn)nen en (yYn)nen. Veronderstel dat de rij (i )nen
een limiet heeft (eventueel £00) en noteer die limiet met a. Veronderstel
dat de 1ij (yn)nen naar 0 convergeert. Dan geldt:

(1) Als a € Ry U {+o00} en als y, > 0 wvoor alle behalve eventueel een
eindiy aantal n € N, dan is

. ‘l.’ll.
lim — = <}o00.
n—oo y,n_

(2) Als a € ]Rg U {400} en als yn < 0 wvoor alle behalve eventueel een
eindig aantal n € N, dan s
.

. bt £
lim — = —o0.
n—00 UYn

(3) Als a € Ry U {—o0} en als y, > 0 wvoor alle behalve eventueel een
emndig aantal n € N, dan is
I_'n

lim —/ = —oo0.
n—oo Yp

(4) Als a € Ry U {—o0} en als y, < 0 voor alle behalve eventueel een
eindig aantal n € N, dan is

) Bn
lim — = 4+o0.
n—oo Yn




Convergente rijen in R»

5.2 Definitie

We zeggen dat een rij (x)reny in R™ convergeert naar een a € R" als

Ve >0, Jkg e N, Ve N: k> ko= ||z —al| <e.

5.4 Propositie

Beschouw een 1ij (g )ken tn R™ en een a = (ay,as,...,a,) € R™®. Noteer
de componentrijen met (r;g)ken (meti=1,2,..., n).
Volgende uitspraken zign equivalent:

(1) (xk)ken convergeert naar a.

(2) Voor allei =1,2,..., n convergeert (i k)keN NAAT @;.

Normale rekenregels van limieten blijven gelden!!



M11 - Belangrijke functies

Exponentiéle en logaritmische functies

I Exponentiéle functies

Zija € RY. Dan geldt: a” O oxp, T

1.3.2 Propositie

Zij a € Rg. Dan geldt:
o Vz,y €R: a%a¥ = a®1Y.

e VreR: a% > 0.
eVzeR: a =1,
o a' =1.

Vr,y eR: (a:’:)y = s

e Alsa>1,isVxeRy : a® > 1.
Alsa < 1, isVIGRE‘{: gt < 1.

1.2.3 Propositie

Als a > 1, is exp, strikt styjgend, d.w.z. als r < s, dan is a” < a®.
Als a < 1, is exp, strikt dalend, d.w.z. als r < s, dan is a" > a®.

13



I Logaritmische functies

ZijaERg'\{l}. log ' z=y <= o=

1.4.2 Propositie

Zija € RY \ {1}. Dan geldt:
o Va,y € R} : log,(xy) = log, = + log, y.

o Alsa>1, islog, : Rf — R strikt stijgend.
e Alsa <1, islog, : Rf — R strikt dalend.

o Vr € Rg : loga(%) = —log, =, in het bijzonder is log, 1 = 0.
o Vx c Ri,VseR: log,(x*) = s log, .

log, (a) =1
log, =
logy = = log_ b

I EXTRA: BRIGGSE logaritme

log,o (x) =log(x) =y

I EXTRA: NATUURLIJKE logaritme

loge (x) = In(x) =y

I Verband tussen exponentiéle en logaritmische functies

loga(ay) e aIOQa(Y) ] y

14



Goniometrische functies

I Goniometrische cirkel

Beschouw de cirkel in R? met middelpunt (0.0) en straal 1.

(1,0)

.

P A

15




I Sinus- & cosinusfunctie

I Algebraisch

sm: R —o>R:x2+— sinzx
cos:R—>R:x— cosx

I Grafisch op de goniometrische cirkel

|
|
_ | .
sinx :
|
|
. (1,0)
O | cosx A
I Grafisch in het assenstelsel
Sinusfunctie
10}
05t

2r
—0.5F

—-1.0F
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I Tangens- & cotangensfunctie

I Algebraisch
sin &
tan : R\ {% +kr|keZ} — R:xr tanz =
COS T
COS &
cot : R\ {km | keZ} — R:zvr+— cotr = —
sin

I Grafisch op de goniometrische cirkel

cot x
Py
f Y tanz
I|
\ O .' (1,0)
I Grafisch in het assenstelsel
Tangensfunctie

E -
4 -
St
S - i,
—oF ]
—4f
—GF
Cotangensfunctie
o \
4 -
of
R Ewr
L _aF

ERE]
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I Goniometrische formules

Zie formularium

I Sinus, cosinus, tangens & cotangens van enkele speciale hoeken

@ 0| n/6 | #/4 | /3 |7w/2| m | 37/2
sinz | 0 | 1/2 [1/v/2|+/3/2] 1 | 0 | -1
cosz | 1 |v/3/2]1/v/2| 1/2 0O [—-1] O
tanz | 0 | 1/4/3 1 V3 | — | O —
cotz | — | /3 1 1/+/3| 0 | — 0

18



Intermezzo: Transformaties van grafieken

... X-as y=—f(x)
SPIEGELEN T.0.V. ... y-as y = f(—x)
... oorsprong y=—f(—x)
... links =f(x+a
VERSCHUIVEN NAAR } rlechts I i — ]]:Ex _ a;
... omhoo =f(x)+a
VERSCHUIVEN NAAR } omlaagg I i — ;Exg —a
... inkrimpen 1 _
TRANSFORMEREN T.0.V. X-AS ‘ ‘ Y=g 1™
| ... uitrekken | y=af(x)
... inkrimpen 1 _
TRANSFORMEREN T.0.V. Y-AS ‘ ‘ Y= f(E x)
| ... uitrekken | y=f(a-x)

19



M12 - Continuiteit en limieten van functies

Continuiteit van functies

I Definitie van continue functies

Beschouw twee functies f, g : R — R waarvan de grafieken er als volgt uitzien.

AY AY

f g(e) m——————
m
|
I
|
g(a) —————— :
[
[
™~ [
|
T

f(x)
f(a)

\ &

1.1.2 Definitie

Een functie f : A C R™ — R™ noemen we continu in een a € A als

voor elke rij (rg)ren in A die naar a convergeert geldt dat ( I (lk)) hEN

naar f(a) convergeert. We noemen f continu (op A) als f continu is in
elke a € A.
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I Eigenschappen van continue functies

1.2.1 Propositie

Een functie f : A CR™ — R™ 1is continu in a € A als en slechts als de
componentfuncties fi, fa, ..., fm : ACR"™ = R continu zijn in a.

1.2.2 Propositie

Beschouw functies f,g: ACR"® - R™, A€ R en a € A. Veronderstel
dat f en g continu ziyn in a. Dan is

(1) A\f : A= R™:x— \f(x) continu in a.
(2) f+g:A—=R™:xw— f(xr)+ g(x) continu in a.
(3) Alsm =1, dan is fg: A— R :x+— f(x)g(x) continu in a.*

(4) Als m =1 en als g(a) # 0, dan s —g continu in a.

1.2.3 Propositie

Beschouw functies f : ACR" - BCR™ eng: B — RP. Veronderstel
dat f continu is in een punt a € A en dat g continu is in f(a). Dan is
go [ continu in a.

1.2.7 Stelling

Ziyy A een gesloten begrensd deel van R™ en zi5 f : A — R een continue
functie. Dan is f begrensd (d.w.z. er bestaan m,M € R zo dat m <
flx) < M wvoor alle x € A). Bovendien bestaan er xg,x1 € A zo dat

flxo) < f(x) < f(x1) woor alle x € A.

Met andere woorden, f bereikt in A een minimale en een maximale func-
tiewaarde.




1.2.4 Tussenwaardestelling

Zy f: I CR — R een continue functie op een interval I. Zij xy,x9 € 1
en stel yy = f(xy) en yo = f(wg). Dan zal er voor elke y tussen y; en ys
een & tussen xy en o bestaan waarvoor f(x) =y.

b2

n




Limieten van functies

I Definitie van limieten van functies

2.1.3 Definitie

Zij f : ACR"™ - Rena € R". We zeggen dat een L € RU{—o00, +o0} de
limiet is van f in a als voor elke rij (g )ren in A die naar a convergeert
en waarvoor x # a voor alle k € N, geldt dat

limy filer) = L.

k—r oo

We noteren dit door lim f = L of lim f(x) = L.
a T—>a




I Eigenschappen van limieten van functies

2.2.1 Propositie

Beschouw een functie f : A CR"™ - R en een a € A. Dan zijn volgende
witspraken equivalent:

(1) f is continu in a.

(2) lim, f = f(a).

2.2.2 Propositie

Beschouw ACR® ena€ A. Zijf: A\ {a} >R eng: A— R functies
die gedefinieerd zijn op resp. A\{a} en A en die sumenvallen op A\ {a}.
Als limg, g bestaat, dan bestaat ook lim, f en beide limieten ziyn geligk.

... Eigenschappen van limieten gezien in module 10 blijven geldig ...

2.2.6 Propositie

Beschouw functies f : A CR" - BCR eng: B — R en een punt a
waar het zinvol is de limiet van f te berekenen. Veronderstel dat lim, f
bestaat (in RU {+o00, —o0}) en noem die limiet b.

(1) Indien b € B en g continu is in b, dan bestaat limg g o f en

limgo f = g(lim f) = g(b).
a a

(2) Indien b niet tot B behoort en het zinvol is de limiet van g in b
te berekenen en limy g bestaat (in R U {400, —0c0}), dan bestaat
limggo f en

limgo f =limg.
a b




M13 - Afgeleiden voor functies van éen

veranderlijke

Definitie van de afgeleide

1.2 Definitie

Beschouw een functie f : I C R — R op een open interval I en een x € [.
We zeggen dat f afleidbaar is in & als

z+ h)— flz
flo+ 2}3 f(2) bestaat en eindig is. (13.1)

lim
h—0
Als de limiet in (13.1) bestaat en eindig is, noemen we hem de afgeleide
van f in x; we noteren die limiet dan met f/(x).
We noemen f afleidbaar (over ) als f afleidbaar is in elke « € I. In dit
geval wordt de afgeleide functie f’ gedefinieerd door

ffrICR—-R:x— f/(x).

'Als een functie f : A C R — R afleidbaar is, kan f in de omgeving van een punt a € A zeer goed
benaderd worden door de formule f(z) = f(a) + f'(a)(z — a). Dit is de eerste orde benadering van f

in a.

Betekenis van de afgeleide

f@ F'(z)
plaats hoogte helling
tijd afgelegde weg snelheid
tijd snelheid versnelling
kwantitelt totale kost marginale kost
kwantiteit | totale opbrengst | marginale opbrengst
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Eigenschappen en rekenregels van de afgeleide

2.1 Propositie

Beschouw een functie f : I TR — R op een open interval I en een a € 1.
Indien f afleidbaar is in a, dan is f continu in a.

2.2 Propositie

Beschouw functies f,g : I € R — R gedefinieerd op een open interval.
Ziyyx € I en A € R. Veronderstel dat f en g afleidbaar ziyn in x. Dan
geldt:

(1) \f is afleidbaar in x en (A\f) (x) = X f'(x).

(8) f+g is afeidbaar in z en (f + 6 (x) = /(%) + ¢/ ().

(3} fo is afieidbaarin 5 e (Fg)(w) = F=) g (&) + Fla)gls)
(4) Als g(x) # 0, dan is % is afleidbaar in x en

(5) Als g(x) # 0, dan is % is aflerdbaar in x en

Ay P et - @) g')
(y) (@) = g(x)? '




2.3 Kettingregel

Beschouw een functie f : I C R — J C R gedefinieerd op een open
interval I en met waarden in een open interval J. Beschouw ook een
functie g : J CR — R. Zijx € I en veronderstel dat f afleidbaar is in
en dat g afleidbaar is in f(x). Dan is g o f afleidbaar in x en

(9o f)(x) =g (f(x)) f'(x).

2.4 Propositie

Zy f: I CR—= JCR een byectie tussen open intervallen I en J. Ziy
x € I en veronderstel dat f afleidbaar is in x en dat f'(x) # 0. Dan is
de inverse functie f~1:.J — I afleidbaar in f(x) en

(13.5)

3.1.2 Propositie

Veronderstel dat f : I C R — R een afleidbare functie is op een open
interval I. Als [ stijgt (resp. daalt) over I, dan is f'(x) > 0 (resp.
() <0) voor alle x € I.

3.4.1 Propositie

Zij f : [a,b] = R een continue functie die afleidbaar is in |a,b.
Als f'(¢) = 0 voor alle ¢ € |a, b, dan is f constant.




3.4.2 Propositie
Zij f : [a,b] = R een continue functie die afleidbaar is in |a,b|.
(1) Als f'(¢) > 0 voor alle ¢ € Ja,b], dan is f stijgend in [a,b], d.w.z.
als x,y € [a,b] en x <y, dan is f(x) < f(y)-

(2) Als f'(¢) <0 woor alle ¢ € la,b[, dan is f dalend in [a,b], d.w.z. als
x,y € la,b] en x <y, dan is f(x) > f(y).




Middelwaardestelling van Rolle en Lagrange

3.2 Middelwaardestelling van Rolle”

Zij f i la,b] = R een continue functie op een begrensd gesloten interval

la,b]. Veronderstel dat f afleidbaar is in |a,b| en dat f(a) = f(b). Dan
bestaat er een ¢ € la,b[ zo dat f'(c) = 0.

Y

3.3 Middelwaardestelling van Lagrange’

Zij f : [a,b] = R een continue functie op een begrensd gesloten interval
[a,b] die afleidbaar is in |a,b[. Dan bestaat er een ¢ € |a,b| zo dat

B
richt.coéfl. = f'(¢)
N
1) [ SEECESEER S .

fib)—fla)

richt.coéff. = £

Jfla)




Tweede en hogere orde afgeleiden

I Definitie

5.1.1 Definitie

Zij f : I € R — R een afleidbare functie. Indien de afgeleide functie
f": I C R — R op haar beurt afleidbaar is, zeggen we dat f twee maal
afleidbaar is over I. Men noemt dan de functie (f’)" de tweede (orde)
afgeleide van f.

Notatie: (f') = f".

I nde-orde benadering

pale) = S+ P @0+ 0w+ - ap?
(") (a
- 0 (r—a)™. (13.10

5.2.4 Middelwaardestelling van Taylor!®

Beschouw een functie f : I CR — R op een open interval I die (n + 1)
maal afleidbaar is. Ziyj a € I en noteer met p, : R — R de n-de orde
benadering van f rond a gegeven door (15.10).

Voor elke x € I bestaat er een ¢ tussen a en x zo dat

n )C
i >(1 — BT, (13.12)

flx) = pp(x) + m ;

Indien x© # a, dan kunnen we zo'n ¢ vinden die strikt tussen a en x ligt.




5.2.5 Propositie

Beschouw een functie f : I CR — R op een open interval I die (n+ 1)
maal afleidbaar is. Veronderstel dat f V) begrensd is op I, d.w.z dat
er M € Rt bestaat zo dat |f("'+1)(1‘)| < M vooralletel. Zija€c I en
noteer met pn : R — R de n-de orde benadering van f rond a geyeven
door (13.10). Dan zal

it |f (@) = pa()]

r—a |JT — aln

=),

Regel van I’'Hopital

6.2 Propositie

Beschouw afleidbare functies f,g : I C R — R op een open interval
I en een ophopingspunt a € RU {—o0,+00} van I. Veronderstel dat
lithy = lifiyg=0 6f dat litti; f = $60 &l lim,; § = £60.

Als lim, ;—: bestaat (in RU {—o0,+00}), dan bestaat ook lim, % en

/
lim — = lim ==
a g a g




